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Ôóíêöèÿ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì åãî
ðàçëîæåíèå â öåïíóþ äðîáü

α = [a0; a1, a2, . . .] = a0 +
1

a1 +
1

a2 + . . .

, a0 ∈ Z, ai ∈ N, i = 1, 2, . . . . (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
pn
qn

:= [a0; a1, . . . , an]

ïîäõîäÿùóþ äðîáü. Îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèþ ìåðû èððàöèîíàëüíîñòè

ψα(t) := min
1⩽q⩽t,q∈N

∥qα∥

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ñî ñêà÷êàìè â
òî÷êàõ qi .
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Ãðàôèê ψ√
2(t)
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Ïîñòîÿííàÿ Ëàãðàíæà

Èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óáûâàåò ψα(t). Ïî òåîðåìå
Äèðèõëå, äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ íàòóðàëüíûõ t âûïîëíåíî

ψα(t) ⩽ ∥αt∥ < 1

t
.

Å¼ óñèëåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ãóðâèöà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì
α ∈ R \Q íåðàâåíñòâî

∥αt∥ < 1√
5t

âûïîëíåíî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t.
Íàçîâ¼ì ÷èñëî α ïëîõî ïðèáëèæàåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò c = c(α) òàêîå,
÷òî íåðàâåíñòâî

∥αt∥ < 1

ct

èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Èíôèìóì ïî
òàêèì c, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî äàííîå ñâîéñòâî, íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé
Ëàãðàíæà λ(α). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

λ(α) = lim sup
t→∞

(t · ψα(t))
−1.
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Ñïåêòð Ëàãðàíæà

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

αn := [an; an+1, . . .], α∗
n := [0; an, an−1, . . . , a1].

Èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Ïåððîíà ãîâîðèò, ÷òî

ψα(qn) = ∥αqn∥ =
1

qn(αn+1 + α∗
n)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
λ(α) = lim sup

t→∞
(αt+1 + α∗

t ).

Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé λ(α), ãäå α ïðîáåãàåò ïî ìíîæåñòâó
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Ëàãðàíæà L. Åãî
íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ýòî

√
5,
√
8,
√
221/5, . . . è 3 � ìèíèìàëüíàÿ òî÷êà

íàêîïëåíèÿ. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî L ñîäåðæèò ëó÷ (µ,+∞). Òî÷íîå
çíà÷åíèå µ ≈ 4.5278 íàø¼ë â 1975 Ôðåéìàí.

Òåîðåìà 1 (Êàí, Ìîùåâèòèí, 2010)

Åñëè èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà α è β òàêîâû, ÷òî α± β /∈ Z, òî ðàçíîñòü

ψα(t)− ψβ(t)

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ìåíÿåò çíàê.
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Âòîðûå íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ

Ïóñòü Qα := {q1, q2, . . .} � ìíîæåñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ê
α. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ[2]
α (t) := min

1⩽q⩽t,q∈Z,q/∈Qα

∥qα∥.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà òîæå ìîíîòîííî óáûâàåò è êóñî÷íî ïîñòîÿííà, èç
îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî òî÷êè qi íå ìîãóò áûòü òî÷êàìè ðàçðûâà ψ

[2]
α (t).

Ëåììà 1 (Ìîùåâèòèí, 2017)

Åñëè t � òî÷êà ðàçðûâà ψ
[2]
α (t), òî îíà ðàâíà îäíîìó èç ÷èñåë

qn−1 + qn, 2qn, qn − qn−1, qn−2 + qn

ïðè íåêîòîðîì n.

Îáîçíà÷èì
λ[2](α) := lim sup

t→∞
(t · ψ[2]

α (t))−1.

Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé λ[2](α), ãäå α ïðîáåãàåò ïî ìíîæåñòâó
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ âòîðûì ñïåêòðîì Ëàãðàíæà L2.
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îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî òî÷êè qi íå ìîãóò áûòü òî÷êàìè ðàçðûâà ψ

[2]
α (t).

Ëåììà 1 (Ìîùåâèòèí, 2017)

Åñëè t � òî÷êà ðàçðûâà ψ
[2]
α (t), òî îíà ðàâíà îäíîìó èç ÷èñåë

qn−1 + qn, 2qn, qn − qn−1, qn−2 + qn

ïðè íåêîòîðîì n.

Îáîçíà÷èì
λ[2](α) := lim sup

t→∞
(t · ψ[2]

α (t))−1.

Ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé λ[2](α), ãäå α ïðîáåãàåò ïî ìíîæåñòâó
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ âòîðûì ñïåêòðîì Ëàãðàíæà L2.
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Ãðàôèê ψ√
2(t) è ψ

[2]√
2
(t)
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Ðåçóëüòàòû Ìîùåâèòèíà è Ñåìåíþêà

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α ∼ β, åñëè ó öåïíûõ äðîáåé ñîâïàäàþò õâîñòû:
αn = βm ïðè êàêèõ-òî m è n.

Òåîðåìà 2 (Ìîùåâèòèí, 2017; Ñåìåíþê, 2023)

1 Íàèìåíüøèé ýëåìåíò L2 ðàâåí λ1 :=
√
5
4

≈ 0.559016. Êðîìå òîãî, åñëè

λ[2](α) = λ1, òî α ∼ 1+
√
5

2
= [1; 1].

2 Âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýëåìåíò L2 ðàâåí λ2 :=
√
17
4

≈ 1.030776. Êðîìå

òîãî, åñëè λ[2](α) = λ2, òî α ∼ 1+
√
17

2
= [2; 1, 1, 3].

3 Òðåòèé ïî âåëè÷èíå ýëåìåíò L2 ðàâåí λ3 :=
13

√
173

164
≈ 1.042611. Êðîìå

òîãî, åñëè λ[2](α) = λ3, òî α ∼ 39+13
√
173

82
= [2; 1, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 3].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, à òàêæå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, íàì áóäåò
ïîëåçíà ëåììà, êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì íèæå.
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Âàæíàÿ ëåììà

Ëåììà 2 (Ìîùåâèòèí, 2017)

Ïóñòü èððàöèîíàëüíîå α íå ýêâèâàëåíòíî 1+
√
5

2
= [1; 1]. Ðàññìîòðèì òðè

âåëè÷èíû:

κ1
n(α) =

αn + α∗
n−1

(1 + α∗
n−1)(αn − 1)

,

κ2
n(α) =

αn+1 + α∗
n

(1− α∗
n)(αn+1 + 1)

,

κ4
n(α) =

αn + α∗
n−1

4
.

(2)

Òîãäà

λ[2](α) = lim sup
n→∞ : an⩾2

max(κ1
n(α),κ2

n(α),κ4
n(α)). (3)
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äëÿ êàæäîãî n ⩾ 3 ïîëîæèì ξn = [0; 1, 1, 1, 1, 3, (1, 1, 3)2n−5] è

λn :=
[3; (1, 1, 3)2n−5, 1, 1, 1, 1, 3] + [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2n−5]

4
. (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî λ3 îïðåäåë¼ííîå (4) òàêîå æå, êàê â ïóíêòå 3)
ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Çàäàäèì òàêæå âåëè÷èíó λ∞ êàê ïðåäåë

λ∞ := lim
n→∞

λn =
[3; 1, 1, 3] + [0; 1, 1, 1, 1, 3, 1, 1]

4
=

3
√
17 + 21

32
≈ 1.042791.

Òåîðåìà 3

1 Ñïåêòð L2 â ïåðåñå÷åíèè ñ (−∞, λ∞) îáðàçóåò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî

(−∞, λ∞) ∩ L2 = {λ1 < λ2 < . . . < λn < . . .}.

Êðîìå òîãî, λ∞ ∈ L2.

2 Äëÿ âñåõ n ⩾ 3 åñëè α òàêîâî, ÷òî λ[2](α) = λn, òî α ∼ ξn.
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Çàïðåù¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ëåììà 3 (Ìîùåâèòèí, 2017; Ñåìåíþê, 2023)

Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïîëíûõ ÷àñòíûõ [a0; a1, . . . , an, . . .]
ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ, áîëüøèõ 3, èëè æå áåñêîíå÷íî

ìíîãî ó÷àñòêîâ 2, 33, 313, 31113, 311111, 1113111. Òîãäà λ[2](α) > λ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî â òàáëèöå. Âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî κ1
n(αn, α

∗
n−1) óáûâàåò

ïî îáîèì àðãóìåíòàì â òî âðåìÿ êàê κ2
n(αn+1, α

∗
n) è κ4

n(αn, α
∗
n−1) �

âîçðàñòàþò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ âåðíà ëåììà, ìû áóäåì
íàçûâàòü çàïðåù¼ííûìè.
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Ñëåäñòâèå è òåõíè÷åñêàÿ ëåììà

Ñëåäñòâèå 1

Ïóñòü α òàêîâî, ÷òî λ2 < λ[2](α) ⩽ λ∞. Òîãäà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . .) èìååò âèä
(31111(311)n131111(311)n231111 . . .), ãäå âñå ni ⩾ 1.

Ëåììà 4

Ïóñòü α = [a0; a1, . . . , an, αn+1] è β = [a0; a1, . . . , an, βn+1] � äâå öåïíûå

äðîáè. Òîãäà

β − α = (−1)n+1 βn+1 − αn+1

q2
n(αn+1 + α∗

n)(βn+1 + α∗
n)
, (5)

Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü qn â âèäå êîíòèíóàíòà îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, . . . , at). Îïðåäåëèì åãî òàê: êîíòèíóàíò ïóñòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ⟨·⟩ ðàâåí 1, ⟨a1⟩ = a1, åñëè æå t ⩾ 2, òî

⟨a1, a2, . . . , at⟩ = at⟨a1, a2, . . . , at−1⟩+ ⟨a1, a2, . . . , at−2⟩. (6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

[a0; a1, . . . , at ] =
⟨a0, a1, a2, . . . , at⟩
⟨a1, a2, . . . , at⟩

=
pt
qt
. (7)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ñëåäñòâèå è òåõíè÷åñêàÿ ëåììà

Ñëåäñòâèå 1

Ïóñòü α òàêîâî, ÷òî λ2 < λ[2](α) ⩽ λ∞. Òîãäà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . .) èìååò âèä
(31111(311)n131111(311)n231111 . . .), ãäå âñå ni ⩾ 1.

Ëåììà 4

Ïóñòü α = [a0; a1, . . . , an, αn+1] è β = [a0; a1, . . . , an, βn+1] � äâå öåïíûå

äðîáè. Òîãäà

β − α = (−1)n+1 βn+1 − αn+1

q2
n(αn+1 + α∗

n)(βn+1 + α∗
n)
, (5)

Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü qn â âèäå êîíòèíóàíòà îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, . . . , at). Îïðåäåëèì åãî òàê: êîíòèíóàíò ïóñòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ⟨·⟩ ðàâåí 1, ⟨a1⟩ = a1, åñëè æå t ⩾ 2, òî

⟨a1, a2, . . . , at⟩ = at⟨a1, a2, . . . , at−1⟩+ ⟨a1, a2, . . . , at−2⟩. (6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

[a0; a1, . . . , at ] =
⟨a0, a1, a2, . . . , at⟩
⟨a1, a2, . . . , at⟩

=
pt
qt
. (7)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ñëåäñòâèå è òåõíè÷åñêàÿ ëåììà

Ñëåäñòâèå 1

Ïóñòü α òàêîâî, ÷òî λ2 < λ[2](α) ⩽ λ∞. Òîãäà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . .) èìååò âèä
(31111(311)n131111(311)n231111 . . .), ãäå âñå ni ⩾ 1.

Ëåììà 4

Ïóñòü α = [a0; a1, . . . , an, αn+1] è β = [a0; a1, . . . , an, βn+1] � äâå öåïíûå

äðîáè. Òîãäà

β − α = (−1)n+1 βn+1 − αn+1

q2
n(αn+1 + α∗

n)(βn+1 + α∗
n)
, (5)

Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü qn â âèäå êîíòèíóàíòà îò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, . . . , at). Îïðåäåëèì åãî òàê: êîíòèíóàíò ïóñòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ⟨·⟩ ðàâåí 1, ⟨a1⟩ = a1, åñëè æå t ⩾ 2, òî

⟨a1, a2, . . . , at⟩ = at⟨a1, a2, . . . , at−1⟩+ ⟨a1, a2, . . . , at−2⟩. (6)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

[a0; a1, . . . , at ] =
⟨a0, a1, a2, . . . , at⟩
⟨a1, a2, . . . , at⟩

=
pt
qt
. (7)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïåðâàÿ ëåììà î çàïðåù¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Îáîçíà÷èì α∞ := [3; 1, 1, 3], α∗
∞ := [0; 1, 1, 1, 1, 3, 1, 1]. Òîãäà

λ∞ =
α∞+α∗

∞
4

.

Ëåììà 5

Ïðè ëþáîì m ⩾ 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

111(311)2m3111 (8)

ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ñëó÷àé m = 0 óæå ðàçîáðàí â òàáëèöå âûøå. Ïóñòü
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ m ⩽ k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n èíäåêñ ïåðâîé
òðîéêè â 111(311)2m3111. Ïîêàæåì, ÷òî κ4

n(α) > λ∞. Ýòî ýêâèâàëåíòíî

αn − α∞ > α∗
∞ − α∗

n−1. (9)

Îöåíèì ñíèçó ðàçíîñòü αn − α∞

αn−α∞ = [(3; 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
ñîâïàäàþùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .]−[(3; 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
ñîâïàäàþùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .]. (10)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 9, îòñþäà

αn − α∞ =

[3; 1, 1, . . .]− [1; 1, 1, . . .]

⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+2⟩2([3; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])([1; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])
>

[3; 1, 1]− [1; 1]

⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+2⟩2([3; 1] + [1; 1])([1; 1] + [1; 1])
=

1

16⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+2⟩2
.

(11)

Îöåíèì òåïåðü ñíèçó α∗
n−1 = [0; 1, 1, 1, 1, 3, . . .]. Òàê êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 33, 313, è 1113111 çàïðåùåíû, äðîáü ïðîäîëæàåòñÿ
êàê

α∗
n−1 = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2, . . .].

Òàê êàê ìû îöåíèâàåì α∗
n−1 ñíèçó, èìååì

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2, 3, . . .].

×òî ïðîäîëæàåòñÿ êàê
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà
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>
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=
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α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2, 3, . . .].
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α∗
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Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 111(311)23111
çàïðåùåíà, à çíà÷èò

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)3, 3, 1, 1, . . .] = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)4, . . .].

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå k ðàç, ïîëó÷àåì â èòîãå

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1, 1, 1, . . .].

Ïîëó÷èì òåïåðü âåðõíþþ îöåíêó α∗
∞ − α∗

n−1.

α∗
∞ − α∗

n−1 = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .].
(12)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 14, îòñþäà

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà
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çàïðåùåíà, à çíà÷èò

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)3, 3, 1, 1, . . .] = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)4, . . .].
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Ïîëó÷èì òåïåðü âåðõíþþ îöåíêó α∗
∞ − α∗

n−1.

α∗
∞ − α∗

n−1 = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .].
(12)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 14, îòñþäà
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 111(311)23111
çàïðåùåíà, à çíà÷èò

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)3, 3, 1, 1, . . .] = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)4, . . .].

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå k ðàç, ïîëó÷àåì â èòîãå

α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1, 1, 1, . . .].

Ïîëó÷èì òåïåðü âåðõíþþ îöåíêó α∗
∞ − α∗

n−1.

α∗
∞ − α∗

n−1 = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+2, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .].
(12)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 14, îòñþäà

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

α∗
∞ − α∗

n−1 =

[3; 1, 1, . . .]− [1; 1, 1, . . .]

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2([3; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])([1; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])
<

[3; 1]− [1; 1, 1]

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2([3; 1, 1] + [1; 1, 1])([1; 1, 1] + [1; 1, 1])
=

=
1

6⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2
.

(13)

Ñðàâíèâàÿ îöåíêè (11) è (13), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩
⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+2⟩

>

√
8

3
.

À ýòî óæå ñîâñåì ïðîñòî. Ëåììà äîêàçàíà!

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

α∗
∞ − α∗

n−1 =

[3; 1, 1, . . .]− [1; 1, 1, . . .]

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2([3; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])([1; 1, 1, . . .] + [1; 1, 3, . . .])
<

[3; 1]− [1; 1, 1]

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2([3; 1, 1] + [1; 1, 1])([1; 1, 1] + [1; 1, 1])
=

=
1

6⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩2
.

(13)

Ñðàâíèâàÿ îöåíêè (11) è (13), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2k+3⟩
⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+2⟩

>

√
8

3
.

À ýòî óæå ñîâñåì ïðîñòî. Ëåììà äîêàçàíà!

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Âòîðàÿ ëåììà î çàïðåù¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Ëåììà 6

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

31111(311)2m+131111(311)2k+131111, (14)

ãäå k > m ⩾ 0 ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n � èíäåêñ
ïåðâîé �3� â ãðóïïå (311)2k+1, òî

α∞ − αn < α∗
n−1 − α∗

∞. (15)

Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó α∞ − αn.

α∞ − αn = [(3; 1, 1)2k+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, 3, 1, 1, . . .]−

[(3; 1, 1)2k+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, 3, 1, 1, . . .].
(16)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Âòîðàÿ ëåììà î çàïðåù¼ííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Ëåììà 6

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

31111(311)2m+131111(311)2k+131111, (14)

ãäå k > m ⩾ 0 ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n � èíäåêñ
ïåðâîé �3� â ãðóïïå (311)2k+1, òî

α∞ − αn < α∗
n−1 − α∗

∞. (15)

Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó α∞ − αn.

α∞ − αn = [(3; 1, 1)2k+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, 3, 1, 1, . . .]−

[(3; 1, 1)2k+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, 3, 1, 1, . . .].
(16)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 6. Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, èìååì

α∞ − αn <
1

6⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+1⟩2
. (17)

Òåïåðü îöåíèì ñíèçó α∗
n−1 − α∗

∞.

α∗
n−1 − α∗

∞ = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .].
(18)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6m + 11.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå,

α∗
n−1 − α∗

∞ >
1

16⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩2
. (19)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 6. Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, èìååì

α∞ − αn <
1

6⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+1⟩2
. (17)

Òåïåðü îöåíèì ñíèçó α∗
n−1 − α∗

∞.

α∗
n−1 − α∗

∞ = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .].
(18)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6m + 11.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå,

α∗
n−1 − α∗

∞ >
1

16⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩2
. (19)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6k + 6. Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, èìååì

α∞ − αn <
1

6⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+1⟩2
. (17)

Òåïåðü îöåíèì ñíèçó α∗
n−1 − α∗

∞.

α∗
n−1 − α∗

∞ = [0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 1, 1, . . .]−

[0; 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+1, 3, 1, 1︸ ︷︷ ︸
îáùàÿ ÷àñòü

, 3, 1, 1, . . .].
(18)

Ïåðâîå îòëè÷àþùååñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå èìååò èíäåêñ 6m + 11.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå,

α∗
n−1 − α∗

∞ >
1

16⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩2
. (19)

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà



Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé ëåììå, äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

⟨1, 1, (3, 1, 1)2k+1⟩
⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩

>

√
8

3
.

Ïîñêîëüêó k ⩾ m + 1, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

⟨1, 1, (3, 1, 1)2m+3⟩
⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩

>

√
8

3
(20)

ïðè âñåõ m ⩾ 0. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

⟨1, 1, (3, 1, 1)2m+3⟩ ⩾ ⟨1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩⟨3, 1, 1⟩ = 7⟨1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩

è
⟨1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩ ⩽ 3⟨1, 1, (3, 1, 1)2m+2⟩.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ

Èç äîêàçàííûõ ëåìì ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

Ñëåäñòâèå 2
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êàêîãî-òî n ⩾ 3.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
λ[2](ξi ) = λi . Íàïîìíèì, ÷òî ξn = [0; 1, 1, 1, 1, 3, (1, 1, 3)2n−5]. Ýòîò ðåçóëüòàò
áóäåò ñëåäîâàòü èç äâóõ òåõíè÷åñêèõ ëåìì.

Ëåììà 7

Ïóñòü α = [a0; a1, . . .] � ïðîèçâîäíîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Åñëè an �

ñðåäíÿÿ �3� íà ó÷àñòêå 3113113, òî

max(κ1
n(α),κ2

n(α),κ4
n(α)) < 1.04.

Ëåììà 8
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ñðåäíÿÿ �3� íà ó÷àñòêå 311113113 èëè 311311113, òî

κ4
n(α) > max(κ1

n(α),κ2
n(α)).
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Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ Ëåììû 7 âûïîëíåíî κ1
n(α) < 1.04. Íàïîìíèì,

÷òî

κ1
n(α) =

αn + α∗
n−1

(1 + α∗
n−1)(αn − 1)

.

Òàê êàê ôóíêöèÿ κ1
n(αn, α

∗
n−1) óáûâàåò ïî îáîèì àðãóìåíòàì, èç òîãî ÷òî

αn ⩾ [3; 1, 1, 3, 1, 1, 1], α∗
n−1 ⩾ [0; 1, 1, 3, 1, 1, 1],

èìååì

κ1
n(α) ⩽

[3; 1, 1, 3, 1, 1, 1] + [0; 1, 1, 3, 1, 1, 1]

(1 + [0; 1, 1, 3, 1, 1, 1])([3; 1, 1, 3, 1, 1, 1]− 1)
≈ 1.031440. (21)

Îñòàëüíîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 3

λ∞ ∈ L2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî

α = [0; (3, 1, 1)2n1+1, 3, 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2n2+1, 3, 1, 1, 1, 1, (3, 1, 1)2n3+1, . . .],
(22)

ãäå ni → ∞. Èç âûøåäîêàçàííîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî λ[2](α) = λ∞.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Äìèòðèé Ãàéôóëèí Î âòîðîì ñïåêòðå Ëàãðàíæà


