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Теорема Птолемея

• Четырехугольник на 
евклидовой плоскости 
является вписанным тогда и 
только тогда, когда 
произведение длин его 
диагоналей рано сумме 
произведении длин 
противоположных сторон:
𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐵𝐵𝐵𝐵



Теорема Фурмана.                  Шестиугольник 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5𝐴𝐴6
вписан в окружность тогда и только тогда, когда

𝑙𝑙 � 𝑚𝑚 � 𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 � 𝑎𝑎′ � 𝑙𝑙 + 𝑏𝑏 � 𝑏𝑏′ � 𝑚𝑚 + 𝑐𝑐 � 𝑐𝑐′ � 𝑛𝑛 + 𝑎𝑎 � 𝑏𝑏 � 𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑎 � 𝑏𝑏𝑏 � 𝑐𝑐𝑐



𝑩𝑩𝑩𝑩 = 𝟐𝟐𝟐𝟐 � 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔
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𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2𝜎𝜎 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
�𝐵𝐵𝐵𝐵
2𝜎𝜎



𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 − 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐
𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 − 𝒛𝒛𝟐𝟐 = −𝝈𝝈𝟐𝟐



Теорема Птолемея на плоскости Лобачевского

• [Хорда длины 𝒙𝒙 стягивает дугу 𝒍𝒍 орицикла длины   𝒍𝒍 = 2𝜎𝜎 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝒙𝒙
2𝜎𝜎

на гиперболической плоскости кривизны 𝐾𝐾 = − 1
𝜎𝜎2

. ]
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Теорема Фурмана

• Пусть вершины шестиугольника  𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5𝐴𝐴6 в указанном 
порядке (с точностью до циклической перестановки) лежат на 
орицикле или одной ветви эквидистанты на плоскости 
Лобачевского кривизны 𝐾𝐾 = −1. Пусть 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 − длина отрезка 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗. 
Тогда имеет место соотношение 

• 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐 =sh𝑎𝑎12
2 sh𝑎𝑎45

2 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐 + sh𝑎𝑎16
2 sh𝑎𝑎34

2 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 +
sh𝑎𝑎23

2 sh𝑎𝑎56
2 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 + sh𝑎𝑎12

2 sh𝑎𝑎34
2 sh𝑎𝑎56

2 + sh𝑎𝑎23
2 sh𝑎𝑎45

2 sh𝑎𝑎16
2



Вершины на двух ветвях
• Пусть вершины 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3 ,𝐴𝐴4,𝐴𝐴5 шестиугольника лежат на одной ветви 

эквидистанты на плоскости Лобачевского кривизны 𝐾𝐾 = −1, а вершина 𝐴𝐴6 −
на другой . Пусть 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 − длина отрезка 𝐴𝐴𝑖𝑖𝐴𝐴𝑗𝑗. Тогда имеет место соотношение 

• 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝐜𝐜𝐡𝐡𝒂𝒂𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐 =sh𝑎𝑎12
2 sh𝑎𝑎45

2 𝐜𝐜𝐡𝐡𝒂𝒂𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐 + ch𝑎𝑎16
2 sh𝑎𝑎34

2 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + sh𝑎𝑎23
2 ch𝑎𝑎56

2 𝐬𝐬𝐬𝐬𝒂𝒂𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 +
sh𝑎𝑎12

2 sh𝑎𝑎34
2 ch𝑎𝑎56

2 + sh𝑎𝑎23
2 sh𝑎𝑎45

2 ch𝑎𝑎16
2



John СASEY (1820-1891)



Теорема Кейси
𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏 � 𝒕𝒕𝟐𝟐𝟐𝟐=𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏 � 𝒕𝒕𝟑𝟑𝟑𝟑+𝒕𝒕𝟐𝟐𝟐𝟐 � 𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏



𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎′ 2 + (𝑏𝑏 − 𝑏𝑏′)2− 𝑅𝑅 − 𝑅𝑅′ 2



Изотропная проекция



Касание циклов



Интерпретация евклидовой теоремы Кейси



Теорема Кейси-Фурмана



Способы касания и «касательные расстояния»



Преобразования Лагерра



Центры, радиусы, касательные (псевдо)евклидовы расстояния

=ci  . (
𝑩𝑩𝒋𝒋 𝒂𝒂𝒋𝒋,𝒃𝒃𝒋𝒋 ,𝑹𝑹𝒋𝒋 = 𝒄𝒄𝒋𝒋

(𝐴𝐴1𝐴𝐴2)2 = 𝐵𝐵1𝐵𝐵2 2 − (𝐶𝐶𝐵𝐵1)2 =
= (𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)2 + (𝑏𝑏1 − 𝑏𝑏2)2− 𝑐𝑐1 − 𝑐𝑐2 2𝐴𝐴1

𝐴𝐴2)2 =

𝐵𝐵1𝐵𝐵2 2 − (𝐶𝐶𝐵𝐵1)2 =
= (𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)2 + (𝑏𝑏1 − 𝑏𝑏2)2− 𝑐𝑐1 − 𝑐𝑐2 2

𝑂𝑂𝑗𝑗 𝑎𝑎𝑗𝑗 , 𝑐𝑐𝑗𝑗 , 𝑏𝑏𝑗𝑗 = 𝑂𝑂𝑗𝑗𝑇𝑇𝑗𝑗. (Rj = bj � 𝑖𝑖 )
(𝑇𝑇1𝑇𝑇2)2 = 𝑇𝑇1𝑇𝑇 2 + (𝑇𝑇𝑇𝑇2)2 =

=(𝑎𝑎1−𝑎𝑎2)2 − 𝑐𝑐1 − 𝑐𝑐2 2 + (𝑏𝑏1 − 𝑏𝑏2)2



Изотропная проекция



Касательное расстояние

Одинаковая ориентация Разная ориентация



Псевдоевклидов аналог теоремы Кейси-Фурмана

• Теорема. Пусть на псевдоевклидовой плоскости окружности 
𝑶𝑶𝟏𝟏,𝑶𝑶𝟐𝟐,𝑶𝑶𝟑𝟑,𝑶𝑶𝟒𝟒,𝑶𝑶𝟓𝟓,𝑶𝑶𝟔𝟔 мнимого радиуса касаются в указанном 
порядке одной окружности O мнимого радиуса. Пусть 
tij− длина отрезка общей касательной окружностей 𝑶𝑶𝒊𝒊,𝑶𝑶𝒋𝒋, 
взятой с учетом ориентации окружностей. Тогда имеют 
место соотношения:

t13 � t24 = t12 � t34 + t14 � t23;
и

t14 � t25 � t36 = t12 � t36 � t45 + t34 � t25 � t16 +t23 � t14 � t56

+ t12 � t34 � t56+ t23 � t45 � t16



Псевдоевклидовы аналоги  теоремы Кейси



𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 − 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐, 
𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐, 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 − 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 , 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐



Лемма. Пусть в псевдоевклидовом пространстве зафиксированы два изотропных конуса, 
и плоскости пересекают конусы по евклидовым или псевдоевклидовым окружностям. 

Тогда длины общих касательных пар окружностей (при соответствующем выборе этих 
касательных) будут равны.



Преобразования Лагерра на (псевдо)евклидовой 
плоскости

• На единичной окружности �𝑥𝑥 = cos 𝑢𝑢1 ,
𝑦𝑦 = sin 𝑢𝑢1

• Рассматриваются  векторные поля 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

, cos 𝑢𝑢1 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

, sin 𝑢𝑢1 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

.

• Строятся их полные (1-3) и вертикальные (4-6) лифты в 
касательное расслоение окружности

• 𝑉𝑉1 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

,𝑉𝑉2 = cos 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

− 𝑢𝑢2 sin 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,

• 𝑉𝑉3 = sin 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

+ 𝑢𝑢2 cos 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,

• 𝑉𝑉4 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,𝑉𝑉5 = cos 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,𝑉𝑉6 = sin 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

.

• Ориентированная прямая, имеющая направление
• 𝑒𝑒 = cos 𝑢𝑢1 , sin 𝑢𝑢1 ,
• м.б. задана нормальным уравнением 

− 𝒙𝒙𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝒚𝒚 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒖𝒖𝟏𝟏 − 𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝟎𝟎.
• Если 𝒂𝒂,𝒃𝒃, 𝒄𝒄 фиксированы, и −𝑎𝑎 sin 𝑢𝑢1 + 𝑏𝑏 cos 𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2 = 𝑐𝑐, то 

семейство прямых огибает окружность с центром (𝒂𝒂,𝒃𝒃) и 
радиусом  𝒄𝒄. В переменных 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 операторы примут вид:

• 𝑉𝑉1 = −𝑏𝑏 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑎𝑎 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑉𝑉2 = −𝑐𝑐 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝑎𝑎 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝑉𝑉3 = −𝑐𝑐 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝑏𝑏 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,

• 𝑉𝑉4 = − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑉𝑉5 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑉𝑉6 = − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

.

• На мнимоединичной окружности �𝑥𝑥 = cosh 𝑢𝑢1 ,
𝑧𝑧 = sinh 𝑢𝑢1

• Рассматриваются  векторные поля 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

, cosh 𝑢𝑢1 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

, sinh 𝑢𝑢1 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑢𝑢1

.

• 𝑊𝑊1 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

,𝑊𝑊2 = cosh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

+ 𝑢𝑢2 sinh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,

• 𝑊𝑊3 = sinh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢1

+ 𝑢𝑢2 cosh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,

• 𝑊𝑊4 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,𝑊𝑊5 = cosh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

,𝑊𝑊6 = sinh 𝑢𝑢1 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑢𝑢2

.
• Ориентированная прямая, имеющая направление 
• 𝑒𝑒 = cosh 𝑢𝑢1 , sinh 𝑢𝑢1 :
• −𝒙𝒙𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬 𝒖𝒖𝟏𝟏 + 𝒛𝒛 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝒖𝒖𝟏𝟏 − 𝒖𝒖𝟐𝟐 = 𝟎𝟎.
• Если 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 фиксированы, и −𝑎𝑎 sinh 𝑢𝑢1 + 𝑐𝑐 cosh 𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2 = 𝑏𝑏,

то семейство прямых огибает окружность с центром (𝒂𝒂, 𝒄𝒄) и 
радиусом  𝒃𝒃 � 𝑖𝑖. В переменных 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 операторы примут вид:

• 𝑊𝑊1 = 𝑐𝑐 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑎𝑎 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑊𝑊2 = −𝑏𝑏 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑎𝑎 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝑊𝑊3 = 𝑐𝑐 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑏𝑏 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,

• 𝑊𝑊4 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑊𝑊5 = 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

,𝑊𝑊6 = − 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

.

• 𝑾𝑾𝟏𝟏 = −𝑽𝑽𝟐𝟐 , 𝑾𝑾𝟐𝟐 = 𝑽𝑽𝟏𝟏 , 𝑾𝑾𝟑𝟑 = −𝑽𝑽𝟑𝟑 ,𝑾𝑾𝟒𝟒 = 𝑽𝑽𝟓𝟓 ,𝑾𝑾𝟓𝟓 =
− 𝑽𝑽𝟒𝟒 ,𝑾𝑾𝟔𝟔 = 𝑽𝑽𝟔𝟔 .



Трактрисы как орбиты преобразований с оператором гиперболических винтовых движений 

𝑾𝑾𝟑𝟑 + 𝝁𝝁 � 𝑾𝑾𝟔𝟔 NP=MP=const



Преобразования с оператором изотропных винтовых движений  
𝑾𝑾𝟏𝟏 + 𝑾𝑾𝟐𝟐 + 𝝁𝝁 � (𝑾𝑾𝟒𝟒 + 𝑾𝑾𝟓𝟓)

• Групповой параметр однопараметрической 
группы, индуцированной оператором группы 
винтовых движений с изотропной осью, можно 
интерпретировать как длину дуги орицикла
идеальной области плоскости Лобачевского, 
локально несущей геометрию де Ситтера.

𝑑𝑑𝑑𝑑2 =
𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑣𝑣2



Обобщения гиперболического аналога теоремы 
Кейси. Однотипное касание ветви эквидистанты



Внешнее и внутреннее касание эквидистанты



Касание двух ветвей эквидистанты



Связь геодезических и орициклических касательных
�𝐿𝐿𝑖𝑖𝐿𝐿𝑗𝑗 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑇𝑇𝑗𝑗

2



�𝑳𝑳𝒊𝒊𝑳𝑳𝒋𝒋 = 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔
𝑻𝑻𝒊𝒊𝑻𝑻𝒋𝒋
𝟐𝟐

= 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄
𝑷𝑷𝒊𝒊𝑷𝑷𝒋𝒋
𝟐𝟐



Теорема Кейси-Фурмана для орициклов
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