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Угол параллельности



�𝑥𝑥 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑦𝑦 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝑠𝑠 , 𝑡𝑡 = ∫0

𝜏𝜏 𝑑𝑑𝑑𝑑
cos(𝑑𝑑)

= 𝑔𝑔𝑔𝑔−1(𝑠𝑠) , П 𝑡𝑡 = 𝜋𝜋
2
− 𝑠𝑠 = 𝜋𝜋

2
− 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑡𝑡),

𝝉𝝉 = ∫𝟎𝟎
𝒕𝒕 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝐜𝐜𝐜𝐜(𝒅𝒅)

= 𝒈𝒈𝒅𝒅(𝒕𝒕) = arctg sh t = arcsin(th t )



Угол между асимптотической линией и меридианом псевдосферы

• Пусть х - длина дуги от точки М на псевдосфере Бельтрами-
Миндинга до ребра возврата. Тогда угол между 
асимптотической линией и меридианом псевдосферы в 
точке М равен углу параллельности П(х) длины дуги 
асимптотической (или равной ей длины дуги проекции 
асимптотической на ребро возврата).



Асимптотические на псевдосфере



Сетевой угол на псевдосфере



Асимптотические на псевдосфере в карте Пуанкаре 

𝑔𝑔𝑠𝑠2 =
𝑔𝑔𝑢𝑢2 + 𝑔𝑔𝑑𝑑2

𝑑𝑑2



Чебышёвская сеть на псевдосферических поверхностях  и уравнение  𝜕𝜕
2𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕
= sin 𝑧𝑧



S=Z(A1)-Z(A2)+Z(A3)-Z(A4)=∑𝑖𝑖=14 𝐴𝐴𝑖𝑖 − 2𝜋𝜋



Обобщение формулы Хаццидакиса
• Пусть F(x,y) – функция , непрерывная в области D. f(𝑃𝑃𝑖𝑖)- функция, заданная 

на множестве сетевых многоугольников области D, такая, что на любом 
сетевом четырёхугольнике 𝐴𝐴1 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 ,𝐴𝐴2 𝑥𝑥2,𝑦𝑦1 ,𝐴𝐴3 𝑥𝑥2,𝑦𝑦2 ,𝐴𝐴4 𝑥𝑥1,𝑦𝑦2 , 𝑥𝑥1 <
𝑥𝑥2,𝑦𝑦1 < 𝑦𝑦2,

• 𝑓𝑓 𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3𝐴𝐴4 = 𝐹𝐹 𝐴𝐴1 − 𝐹𝐹 𝐴𝐴2 + 𝐹𝐹 𝐴𝐴3 − 𝐹𝐹 𝐴𝐴4 .
• Тогда для любого односвязного сетевого многоугольника 𝑃𝑃 =
𝐴𝐴1𝐴𝐴2 …𝐴𝐴2𝑛𝑛−1 𝐴𝐴2𝑛𝑛 , у которого вершина 𝐴𝐴1 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 является минимальным 
элементом при лексикографическом упорядочивании вершин: 
(𝐴𝐴1 𝑥𝑥1,𝑦𝑦1 < 𝐴𝐴𝑘𝑘 𝑥𝑥𝑘𝑘,𝑦𝑦𝑘𝑘 , если либо 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥𝑘𝑘 , либо 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥𝑘𝑘,𝑦𝑦1 < 𝑦𝑦𝑘𝑘), или 
удалена от минимального элемента на «чётное расстояние»– чётное 
число рёбер при обходе границы, имеет место равенство:

• 𝑓𝑓 𝑃𝑃 = ∑𝑘𝑘=12𝑛𝑛 −1 𝑘𝑘+1 𝐹𝐹 𝐴𝐴𝑘𝑘 .



𝑓𝑓 𝑃𝑃 = �
𝑘𝑘=1

2𝑛𝑛

−1 𝑘𝑘+1 𝐹𝐹 𝐴𝐴𝑘𝑘 −�
𝑘𝑘=1

2𝑚𝑚

−1 𝑘𝑘+1 𝐹𝐹 𝐵𝐵𝑘𝑘 .



Проективная плоскость



RP^2= диск +лист Мёбиуса



Расширенная гиперболическая плоскость



Сфера в пространстве с метрикой 𝑔𝑔𝑠𝑠2 = 𝑔𝑔𝑥𝑥2 + 𝑔𝑔𝑦𝑦2 − 𝑔𝑔𝑧𝑧2



Лист Мёбиуса



Угол параллельности П1   𝑔𝑔𝑠𝑠2 = 𝑑𝑑𝜕𝜕2−𝑑𝑑𝜕𝜕2

𝜕𝜕2



𝑔𝑔𝑠𝑠2=(𝑔𝑔𝑥𝑥1)2 + (𝑔𝑔𝑥𝑥2)2 − (𝑔𝑔𝑥𝑥3)2

�
𝑥𝑥1 = sinh 𝑢𝑢 − arctan(sinh 𝑢𝑢 )

𝑥𝑥2 = cosh 𝑢𝑢 sinh 𝑑𝑑 ,
𝑥𝑥3 = cosh 𝑢𝑢 cosh(𝑑𝑑) .



Мередиан бабочки де Ситтера-Широкова



Псевдоевклидово продолжение трактрисы



«Полная» псевдосфера



Асимптотические на бабочке



«Крыло» бабочки в проективной модели

γ

Ω
Ω

γ



𝐼𝐼 = 𝑔𝑔𝑠𝑠2 = (𝑑𝑑𝑑𝑑1)2−(𝑑𝑑𝑑𝑑2)2

(𝑑𝑑2)2

1

u2

u1

Ω

γ

0



• Вторая квадратичная форма поверхности в этих 
координатах:

• 𝐼𝐼𝐼𝐼 = − 1−(𝑑𝑑2)2

(𝑑𝑑2)2
(𝑔𝑔𝑢𝑢1)2 + 1

(𝑑𝑑2)2 1−(𝑑𝑑2)2
(𝑔𝑔𝑢𝑢2)2.

• Приравняв её к нулю, получим уравнения 
асимптотических линий:

• 𝑢𝑢2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐s 𝑢𝑢1 − 𝑐𝑐1 ,𝑢𝑢2 = cos 𝑐𝑐2 − 𝑢𝑢1

Асимптотические:  карта Пуанкаре



Угол между асимптотической и параллелью 



Распространение формулы Хаццидакиса за 
ребро возврата 



Гудерманиан



Касательный конус к орисфере в проективной модели



Вершина за абсолютом



Вершина на абсолюте



Псевдосфера



Модель псевдосферы
(Anish Kapoor)



Воронка в проективной модели



𝑔𝑔𝑠𝑠2 =
𝑔𝑔𝑥𝑥2 − 𝑔𝑔𝑦𝑦2

𝑦𝑦2



Воронка де Ситтера-Широкова

• В трёхмерном пространстве Минковского с метрикой 
• 𝑔𝑔𝑠𝑠2=(𝑔𝑔𝑥𝑥1)2 + (𝑔𝑔𝑥𝑥2)2 − (𝑔𝑔𝑥𝑥3)2
• рассмотрим поверхность, радиус-вектор 𝑟𝑟 =
𝑟𝑟(𝑥𝑥1 𝑢𝑢, 𝑑𝑑 , 𝑥𝑥2 𝑢𝑢, 𝑑𝑑 , 𝑥𝑥3(𝑢𝑢, 𝑑𝑑)) которой имеет компоненты:

•
𝑥𝑥1 = λ � sinh 𝑢𝑢 � sin 𝑑𝑑 ,
𝑥𝑥2 = λ � sinh 𝑢𝑢 � cos 𝑑𝑑 ,

𝑥𝑥3 = λ � (ln tanh 𝑑𝑑
2

+ cosh 𝑢𝑢 ) .



Асимптотические на воронке де Ситтера-Широкова



«Двойственный» угол параллельности: 𝒑𝒑𝟐𝟐(𝒙𝒙) = ∫𝒙𝒙
∞ 𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒔𝒔𝒔𝒔𝒅𝒅



«Двойственный» угол на воронке в модели Пуанкаре



Угол между асимптотической и меридианом на воронке



Hesse (1866)



Пары точек в модели Пуанкаре



Асимптотические и эволюты меридианов
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