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ÓÄÊ 519.1

Ì.Ì. Ãàëëàìîâ

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå öåïíûõ

äðîáåé ñ ó÷¼òîì ÷¼òíîñòè èõ ýëåìåíòîâ

� 1. Ãðàô G0(α) öåíîé äðîáè α = [a0; a1, a2, , ...]

Ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pn

qn
ïîðÿäêà n öåïíîé äðîáè α çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

pn = anpn−1 + pn−2, qn = anqn−1 + qn−2, n, a0 ∈ N0(= {0} ∪ N,
N = {1, 2, , ...}); p−2 = 0, q−2 = 1, p−1 = 1, q−1 = 0.

(1.1)

Âíà÷àëå ïîñòðîèì ãðàô ÷åòíîñòè G0(α). Ïóñòü m−,m− îáîçíà÷àþò ñîîò-

âåòñòâåííî íå÷åòíîñòü, ÷¼òíîñòü ÷èñëà m (∈ N) , èíäåêñ ∓ ó m∓ óêàçûâàåò, ÷òî

íàì âàæíà òîëüêî åãî ÷¼òíîñòü

Âåðøèíû ãðàôà G0(α) åñòü ïàðû (q∓n ; p
∓
n ), ïîëó÷åííûå ÷åðåç (1.1) ïðè

an = a∓n , òî åñòü ïðè an = a−n è an = a+n , à êàæäîå ðåáðî � íàïðàâëåííûé

îòðåçîê ñ âåñîì a∓n , çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî ðåáðà áåç âåñà â âèäå îòðåçêà, ñî-

åäèíÿþùåãî ïåðâóþ (q−−2; p
+
−2) è âòîðóþ âåðøèíó (q+−1; p

−
−1). Äàëåå èç êàæäîé

âåðøèíû (q∓n ; p
∓
n ) èñõîäÿò äâà íàïðàâëåííûõ ðåáðà � ëåâîå ñ âåñîì a−n , ïðàâîå ñ

âåñîì a+n , n ∈ N0. Ïîýòîìó (q∓n ; p
∓
n ) íàçîâ¼ì èñõîäÿùåé âåðøèíîé è îáîçíà÷èì

å¼ ÷åðåç (q∓n ; p
∓
n )

O, à âåðøèíó (q∓n+1; p
∓
n+1)

l, â êîòîðîå âõîäèò ëåâîå ðåáðî ñ âå-

ñîì a−n+1 � ëåâîé âõîäÿùåé, à äðóãóþ (q∓n+1; p
∓
n+1)

R, â êîòîðóþ âõîäèò ðåáðî ñ

âåñîì a+n+1 � ïðàâîé âõîäÿùåé. Èçëîæåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîëíîñòüþ îïè-

ñûâàåò ãðàô G0(α) ïðè ëþáûõ âûáðàííûõ ýëåìåíòàõ a0 ∈ N0, an ∈ N, êîòîðûé
íàçîâ¼ì ãðàôîì ÷¼òíîñòè öåïíîé äðîáè α = [a0; a1, ...] Åñëè âñå an çàôèêñè-

ðîâàíû, òî ìû ïîó÷àåì åäèíñòâåííûé áåñêîíå÷íûé ïóòü, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ

â (q−−2; p
+
−2), à äàëåå èç (q+−1; p

−
−1) îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñòðåëîê, çàäàâà-

åìûõ ÷åòíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà êîíêðåòíîé öåïíîé äðîáè. Âåðíî

è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ñì. ðèñ. 1

Âåðøèíû (q∓n ; p
∓
n ) è (q∓m; p∓m) ðàâíû, åñëè èõ ÷åòíîñòè ïî êîìïîíåíòíî ñîâ-

ïàäàþò è ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü: (q∓n ; p
∓
n ) = (q∓m; p∓m). Â ñâÿçè ñ ÷åì óäîáíî

ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî ñîðòà (∓;∓)n âìåñòî (q∓n ; p
∓
n ), ïðè÷åì ïàðà (+;+)n

èñêëþ÷àåòñÿ â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë qn è pn.

Òàê êàê ïåðâûå äâå âåðøèíû: (−; +)−2 è (+;−)−1 ðàçëè÷íû, òî èñõîäÿùàÿ

âåðøèíà (∓;∓)On è äâå âõîäÿùèå (∓;∓)Ln+1, (∓;∓)Rn+1, êîãäà â íèõ âõîäÿò ð¼á-

ðà, èñõîäÿùèå èç (∓;∓)On , ïîïàðíî ðàçëè÷íû ñîãëàñíî (1.1). Òðîéêó âåðøèí

(∓;∓)On , (∓;∓)Ln+1, (∓;∓)Rn+1,ñâÿçàíûê ð¼áðàìè, èñõîäÿùèìè èç (∓;∓)On , íàçî-

â¼ì îñíîâíûì òðåóãîëüíèêîì ãðàôà G0(α), êîòîðûé îáîçíà÷èì △(∓;∓)OLR
n,n+1.

Ïîðÿäîê n ïîäõîäÿùåé äðîáè pn/qn íàçîâåì ïîðÿäêîì âåðøèíû (q∓n ; p
∓
n ) è áó-

äåì çàïèñûâàòü å¼ â âèäå: n-âåðøèíà äëÿ n ∈ N−2 = {−2,−1} ∪ N0.

cO Ì.Ì. Ãàëëàìîâ, 0
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Ðèñ. 1. Ãðàô ÷åòíîñòåé G0(α5) äëÿ α5 = [0; a1, , ..., a5], êîòîðûé ïðî-

äîëæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ (1.1) äî G0(α0). Çäåñü (∓;∓)n = (q∓n ; p∓n ).
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Ñâîéñòâà ãðàôà ÷¼òíîñòè G0(α).

1◦G0
. Ñâîéñòâî î êîëè÷åñòâå âåðøèí ïîðÿäêà n.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîðÿäêà n ðàâíî 2n+1.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ n-âåðøèí â êîëè÷åñòâå 2n+1 øòóê ïðîíóìåðóåì, ïðè

ýòîì íîìåð i, ïîëó÷åííûé ïðè òàêîì ïåðåñ÷¼òå ïðèïèøåì n, êîòîðîå ó÷àñò-

âóåò â îáîçíà÷åíèè n-âåðøèíû, â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà. Òàê, íàïðèìåð,

0i-âåðøèíà ïðè ôèêñèðîâàííîì i = 1, 2 åñòü ñîîòâåòñòâåííî (−;−)0 = (−;−)01 ,

à 02-âåðøèí (−; +)0 = (−; +)02 . Áîëåå òîãî, åñëè n-âåðøèíû â êîëè÷åñòâå

2n+1 øòóê çàïèñàíû â òàêîâ âèäå: (∓;∓)n1
, (∓;∓)n , ... , (∓;∓)n2n+1 , òî-

ãäà (n + 1)-âåðøèíû ñîãëàñíî èíäóêöèè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(∓;∓)(n+1)2i−1
, (∓;∓)(n+1)2i , ãäå i ∈ 1, 2n+1 = {1, 2, ..., 2n+1}. Îòñþäà ïîëó÷à-

åì, ÷òî ni− -âåðøèíà åñòü ëåâàÿ âõîäÿùàÿ, à ni+ -âåðøèíà � ïðàâàÿ âõîäÿùàÿ.

Ïîýòîìó îñíîâíîé òðåóãîëüíèê △(∓;∓)OLR
n,n+1 = △(∓;∓)

ni,(n+1)2i
(n+1)2i−1

.

2◦G0
. Ñâîéñòâî î ïîïàðíîì îòëè÷èè âåðøèí â îñíîâíîì òðåóãîëüíèêå.

Âåðøèíû ó ëþáîãî △(∓;∓)OLR
n,n+1 âñå ðàçëè÷íû. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíà íå

ìåòîäì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ôîðìóëå (1.1).

3◦G0
. Ñâîéñòâî î êîëè÷åñòâå îñíîâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò øåñòü ðàçëè÷íûõ âèäîâ îñíîâíûõ òðåóãîëüíè-

êîâ: △1i = △(−;−)Oi (−; +)Li+1(+;−)Ri+1, △2j = △(−;−)Oi (+;−)Lj+1(−; +)Rj+1,

△3k = △(−; +)Ok (−;−)Lk+1(+;−)Rk+1, △4l = △(−; +)Ol (+;−)Ll+1(−;−)Rl+1,

△5ml = △(+;−)Om(−;−)Lm+1(−; +)Rm+1, △6nl = △(+;−)On (−; +)Ln+1(−;−)Rn+1.

Ïîðÿäîê ÷èñëå îò △1 äî △6 îòðàæàþò ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê çàïèñè

âåðøèí îòíîñèòåëüíî ìèíóñà è ïëþñà, èñïîëüçóåìûõ â îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ òðå-

óãîëüíèêîâ. Äëÿ ïîðÿäêîâ i, j, k, l,m, n > 2 âñå òèïû îñíîâíûõ òðåóãîëüíèêîâ

ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2◦G0
è êîì-

áèíàòîðíîãî ïåðåáîðà.

4◦G0
. Ñâîéñòâî îá îáùèõ âåðøèíàõ îñíîâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Òîëüêî äâåíàäöàòü ñëåäóþùèõ ïàð ïåðåñå÷åíèé ðàçëè÷íûõ îñíîâíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ èìåþò îòëè÷íû îò ïóñòîãî ìíîæåñòâà: △1ni
∩ △4(n+1)2i−1

=

(−; +)(n+1)2i−1
, △1ni ∩ △6(n+1)2i = (+;−)(n+1)2i , △2ni ∩ △6(n+1)2i−1

=

(+;−)(n+1)2i−1
, △2ni

∩ △4(n+1)2i = (−; +)(n+1)2i , △3ni
∩ △2(n+1)2i−1

=

(−;−)(n+1)2i−1
, △3ni

∩ △5(n+1)2i = (+;−)(n+1)2i , △4ni
∩ △5(n+1)2i−1

=

(+;−)(n+1)2i−1
, △4ni ∩ △2(n+1)2i = (−;−)(n+1)2i , △5ni ∩ △1(n+1)2i−1

=

(−;−)(n+1)2i−1
, △5ni

∩ △3(n+1)2i = (−; +)(n+1)2i , △6ni
∩ △3(n+1)2i−1

=

(−; +)(n+1)2i−1
, △6ni

∩△1(n+1)2i = (−;−)(n+1)2i .

5◦G0
. Ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè î ñîâïàäåíèè âåðøèí.

Åñëè △Xni
∩ △Y(n+1)2i−1

̸= ∅ è △Xni
∩ △Z(n+1)2i ̸= ∅, òî â ñè-

ëó (1.1) äëÿ △Xni
è △Y(n+1)2i−1

ñïðàâåäëèâî (∓;∓)ni
= (∓;∓)(n+2)4i−2

,

(∓;∓)(n+1)2i = (∓;∓)(n+2)4i−3
,à äëÿ △Xni è △Z(n+1)2i � (∓;∓)ni =

(∓;∓)(n+2)4i , (∓;∓)(n+1)2i−1
= (∓;∓)(n+2)4i−1

.

� 2. Íàäãðàô G1(α) öåïíîé äðîáè α = [a0; a1, a2, , ...]

Íàäãðàô G1(α) öåïíîé äðîáè α åñòü ãðàô, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç G0(α) óäà-

ëåíèåì â G0(α) (−2)-âåðøèí è ïåðâîãî ðåáðà. Äàëåå âåðøèíó (∓;∓)ni çàìåíèì
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Ðèñ. 2. Íàäãðàô G1(α6) α6 = [0; a1, ..., a6], êîòîðûé åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå, èñõîäÿ èç G0(α0).

âåðøèíîé Xni
òàêóþ, ÷òî (∓;∓)ni

ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé âåðøèíîé △Xni
. ×èñ-

ëî n òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äëÿ Xni , à i èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî â G0(α).

Âåðøèíû Xn è Ym ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè X = Y è òàêæå áóäåì ïèñàòü

Xn = Ym.

Íàäãðàô G1(α) èìååò òîëüêî îðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà. Êàæäîå èç íèõ èñ-

õîäèò èç íåêîòîðîé âåðøèíû Xni
òàê, ÷òî ëåâîå âõîäèò â âåðøèíó Y(n+1)2i−1

,

ïðàâîå � â Z(n+1)2i è ïðè ýòîì, òîãäà èñõîäÿùèå âåðøèíû △Xni
, △Y(n+1)2i−1

è

Z(n+1)2i íà G0(α) îáðàçóþò îäèí èç îñíîâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ñì. ñâîéñòâî 3
◦
G0
.

Ïðîùå ãîâîðÿ, ãðàô G1(α) ïîëó÷àåòñÿ èç G0(α), åñëè îñíîâíûå òðåóãîëüíèê

îáúÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè, à òî÷êè èõ ïðåñå÷åíèÿ � ðåáðàìè, ñì. ðèñ. 2. Åñëè â

íàçâàíèè ãðàôà G1(α) ìû çàõîòèì îòðàçèòü ñïîñîá åãî ïîñòðîåíèÿ, òî G1(α6)

ñëåäîâàëî áû íàçâàòü ãðàô ãðàôà ÷¼òíîñòè öåïíîé äðîáè α, íî äëÿ êðàòêîñòè

ìû åãî íàçûâàåì íàäãðàôîì öåïíîé äðîáè α.

Åñëè ni-ïóòü íà G0(α) ñ íà÷àëîì â (+;−)−1 è êîíöîì (∓;∓)ni , òî åìó ñîîò-

âåòñòâóåò åäèíñòâåííûé Xni
-ïóòü íà G1(α) ñ íà÷àëîì 5−1 è êîíöîì Xni

. Ýòî

ñîîòâåòñòâèå áèåêòèâíîå. Òåïåðü ðàññìîòðèì ïóòè ñ íà÷àëîì â Xni
, à äàëåå

êàæäûé èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ çà ñ÷¼ò äâèæåíèå ïî ðåáðàì íàäãðàôà, ïðè÷¼ì äâè-

æåíèå ïî ëåâîìó ðåáðó óêàçûâàåòñÿ ÷åðåç ïðèïèñûâàíèå ñïðàâà êXni
áóêâû L,

à åñëè âïðàâî, òî � R. Íàïðèìåð, Xni
RLRtLsYmj

åñòü ïóòü ñ íà÷àëîì â Xni
,
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äàëåå ïðîõîäèì îäíî ïðàâîå ðåáðî, îäíî ëåâîå, s ëåâûõ, t ïðàâûõ è çàâåðøàåòñÿ

â Ymj òàêîì, ÷òî m = n+ s+ t+ 2 è j = 2s(2t(22i− 1)− 1) + 1.

Ïóòü, êîòîðûé èìååò ïîïàðíî íåðàâíûå âåðøèíû, êðîìå êðàéíèõ, íàçîâ¼ì

çâåíîì. Êàæäîå èç íèõ èìååò íå áîëåå øåñòè ð¼áåð è íå ìåíåå äâóõ, à çâåíüåâ

ñ ïÿòüþ ð¼áðàìè íåò, ñì. [1]. Çâåíüÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì Xni
∈ 1ni

,6ni
äëÿ

n > 2, à i îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì Xni ñëåäóþùåé

Òåîðåìà 2. Ðàçëè÷íûõ çâåíüåâ íà G1(α) ðîâíî ñîðîê äâà, ñðå-

äè êîòîðûõ ïî øåñòü çâåíüåâ â êàæäîì âèäå: 1) Xni
R2X(n+2)22i

,

2) XniL
3X(n+3)23(i−1)+1

, 3) XniLRLRX(n+4)2(2(2(2i−1))−1)
, 4)

X ni
RLRLX(n+4)2(2(22i−1))−1

, 5) Xni
L2RL2RX(n+6)2(2(2(2(2(2i−1))−1)−1)−1)

, 6)

Xni
LRL2RLX(n+6)2(22((22(2i−1))−1)−1)−1

, 7) Xni
RL2RL2X(n+6)2(22(2(22i−1)−1)−1)−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çè ñâîéñòâ 1◦G0
� 5◦G0

è 1◦G1
� 4◦G1

([1]).

� 3. Ïðèìåíåíèå ãðàôîâ G0(α) è G1(α)

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Êîíÿãèí î øàõìàòíîé ðàñêðàñêå. Â ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY åäèíè÷íûå êâàäðàòû ñ öåëûìè âåðøèíàìè å¼ ïåðâî-

ãî êâàäðàíòà IOXY ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (òàêèå êâàäðàòû íàçî-

â¼ì êëåòêàìè). Ðàçíîñòü µ(t) ìåæäó êîëè÷åñòâàìè áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê

òðåóãîëüíèêà △(t) = OA(t/α)B(t), îòñåêàåìîãî ïðÿìîé L(t) : y = −αx + t,

t > 0, îò IOXY , íå îãðàíè÷åíà íè ñíèçó, íè ñâåðõó ïðè t → ∞ äëÿ ëþáîãî

èððàöèîíàëüíîãî α (> 0), ñì. ðèñ. 3..

Ýòà çàäà÷à ðåøåíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå è å¼ ðåøåíèå åñòü äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à Êîíÿãèíà î øàõìàòíîé ðàñêðàñêå èìååò ðåøåíèå äëÿ

ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî α(a+2m−1) = [a0; a1, a2, ..., a2m−2, a
+
2m−1, , ...] ñ ÷¼òíûìè

a+2m−1, a
+
2m, ... è ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m èç ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë N.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà çíàíèå ÷åòíîñòåé a∓n è êîìïîíåíò

ïàð (q∓n ; p
∓
n ) (= (∓;∓)n) ïðè n > 2m − 1, òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèè ðàçíîñòåé

÷åðåç ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (3.1), ñì. íèæå, äîñòàòî÷íî çíàòü ÷¼òíîñòè èõ

àðãóìåíòîâ ñîãëàñíî. [3; Ïóíêò 4.1. Ïðåäëîæåíèå 2]. Èáî äëÿ íàõîæäåíèÿ

ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tk}∞k=1 òàêîé, ÷òî limk→∞ µ(tk) =

∓∞ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû:

µ2m+3(qN ; 0) = µ2m+1(qN ; 0)+∑a2m−1
k2m+3=0 µ2m+2(qN − (q2m−2 + k2m+3q2m−1); p2m−2 + k2m+3p2m−1),

µ2m+2(qN − q2m−2; p2m−2) =
∑a2m−1−1

k2m+2=0 µ2m+1(qN − (k2m+2 + 1)q2m−2;

(k2m+2 + 1)p2m−2) + µ2m(qN − (a2m−1 + 1)q2m−2; (a2m−1 + 1)p2m−2),

(3.1)

ãäå qN çàäà¼òñÿ ïîñðåäñòâîì (1.1) òàê, ÷òî ïåðâûé àðãóìåíò ó êàæäîé ðàçíî-

ñòåé ïîëîæèòåëåí. Çäåñü âûáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìû

íå ìîæåì âû÷èñëèòü ðàçíîñòè µ2m+1(qN − (k2m+2 +1)q2m−2; (k2m+2 +1)p2m−2)

è µ2m(qN − (a2m−1 +1)q2m−2; (a2m−1 +1)p2m−2) ïî ïðè÷èíå íåèçâåñòíîñòè ÷¼ò-

íîñòè êîìïîíåíò ïàðû (q2m−2; p2m−2). Ýòà òðóäíîñòü ïðåîäîëåâàåòñÿ çà ñ÷¼ò
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Ðèñ. 3. Îòñåêàåìûé òðåóãîëüíèê ïðÿìîé y = −αx+ t ïðè α = e−1, t =

22α; e−1 = [0; 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . . , 1, 1, (2m)3m|∞m=2],
p1
q1

= 1
2
, p2

q2
= 1

3
,

p3
q3

= 3
8
, p4

q4
= 4

11
, p5

q5
= 7

19
. Çàäà÷à äëÿ α = e, e−1 ðåøåíà ([2], [3])
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Ðèñ. 4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èçîáðàæåíèå ôîðìóë (3.2)è (3.3) â ñèñòåìå

êîîðäèíàò Ae1e2;
p4
p4

= 7
12

= [0; 1, 1, 2, 2].

âûáîðà ïóòåé â G1(α) î ÷åì áóäåò ñêàçàíî íèæå. Òîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè äëÿ (3.1) äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå öåëûå ÷èñëà µ2m0
è µ2m0+1.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòè µ2m+2(qN − (q2m−2 + k2m+3q2m−1); p2m−2 +

k2m+3p2m−1) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèé, îïðåäåëÿåìûõ

ôîðìóëàìè

Mk+3(qj + l1; pj + l2) = M
△
k+3(qj + l1; pj) ∪ M�k+3(qj + l1; pj),

M
△
k+3(qj + l1; pj) = ej+3 + Mk+3(l1; l1), M

�
k+3(qj + l1; pj)−

ïðÿìóãîëüíèê ñ áëèæ. âåðøèíîé (qj + l1; 0) ê A,

(3.2)

µk+3(l1 + qj ; l2 + pj) = µ�
k+3(l1 + qj ; pj) + µ△

k+3(l1 + qj ; pj),

µ�
k+3(l1 + qj ; pj) = (−1)l1+qj (−1)qN−1δ⊖,(qkpj)∓ ,

µ△
k+3(l1 + qj ; l2) = (−1)qj+pj (−1)qN−1µk+3(l1; l2),

(3.3)

ãäå δ⊖,(qkpj)∓ � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à âåðõíèé èíäåêñ∓ óêàçûâàåò, ÷òî ïðè íå÷¼ò-

íîì qkpj îí ðàâåí åäèíèöå, à ïðè ÷¼òíîì � íóëþ. Ýòè ôîðìóëû ñëåäóþò èç

ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è [3; 4.1,ïðåäëîæåíèÿ 2], ñì. òàêæå ðèñ. 4, 4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ðàçáèâàåòñÿ íà äâåíàäöàòü ñëó÷àå. Ýòî ñâÿçàíî

ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Òàê êàê ýëåìåíòû an öåïíîé äðîáè α(a+2m−1),

íà÷èíàÿ ñ a2m−1 ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, òî áåñêîíå÷íûå ïóòè íà G1(α) ñ íà÷àëîì

â âåðøèíå X2m−1 èìåþò âèä X2m−1R
∞, X ∈ 1,6. Êàæäîìó èç íèõ íà G0(α)

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííû ïóòü (∓;∓)2m−1R
∞ � âûáîð çíàêîâ â (∓;∓)2m−1,

îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì çíà÷åíèåì X èç 1,6. Íàïðèìåð, ïðè X = 3 âåðøèíà

(∓;∓)2m−1 = (−; +)2m−1, ñì. ðèñ. 1.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 3.1, à èìåííî: µ2m0
è µ2m0+1, â êà÷å-

ñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû ïóòè X2m−1R
∞ âûáåðåì Y2m−3 òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâî-

âàë ïóòü, ñâÿçûâàþùèé ïóòü Y2m−3 ñ X2m−1. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ñîâîêóïíîñòü ïóòåé:

305(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 306(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 1nk
R21(n+2)4k ,

303(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 304(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 2nk
R22(n+2)4k ,

306(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 305(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 3nk
R23(n+2)4k ,

301(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 302(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 4nk
R24(n+2)4k ,

304(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 303(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 5nk
R25(n+2)4k ,

302(2m−3)⌊2−3i⌋
LR∞, 301(2m−3)⌊2−3i⌋

R∞, 6nk
R26(n+2)4k ,

(3.4)

ãäå â êàæäîé ñòðîêå óêàçàíû çâåíüÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ïóòè èç

òîé æå ñòðîêè, ïðè÷åì nk = (2m+2(k−2))⌊22(k−2)i⌋, k ∈ N. Ôîðìóë 3.4 ïîëó÷åíû
íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ãðàôà G0(α) ÷¼òíîñòè è åãî íàäãðàôà G1(α).

Âûáîð âåðøèíû Y2m−3 ïîðÿäêà 2m−3 ñâÿçàí íå òîëüêî ñ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè, íî è ôîðìóëîé:

µ2m((a2m−1 + 1)q2m−2; p → q) = µ2m(q2m−4 + a2m−2q2m−3 + a2m−1q2m−2;

p → q) = (−1)a2m−2(q2m−3+p2m−3)+a2m−1(q2m−2+p2m−2)µ2m(q2m−4; p2m−4).

Òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèå ðàçíîñòè ïî ýòîé ôîðìóëå íåîáõîäèìî çíàòü ÷¼ò-

íîñòè êîìïîíåíò ïàð (q2m−3; p2m−3) è (q2m−2; p2m−2), à µ2m(q2m−4; p2m−4) =

µ2m. Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò ñî âòîðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì µ2m+1 =

µ2m+1(qN ; 0).
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