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Ì.Ì. Ãàëëàìîâ

Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

Ñ.Â. Êîíÿãèíà î øàõìàòíîé ðàñêðàñêå

Çàäà÷à Êîíÿãèíà î øàõìàòíîé ðàñêðàñêå. Ïóñòü åäèíè÷íûå êâàäðàòû ñ öå-

ëûìè âåðøèíàìè ïåðâîé ÷åòâåðòè IOXY ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

OXY , ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, à ïðÿìàÿ l(t) : y = −αx + t, t > 0,

îòñåêàåò îò IOXY òðåóãîëüíèê ∆OAB. Ðàçíîñòü u(t) ìåæäó ÷èñëàìè áåëûõ

è ÷åðíûõ êëåòîê, (öåëèêîì) âõîäÿùèõ â ∆OAB íå îãðàíè÷åíà íè ñíèçó, íè

ñâåðõó ïðè t → ∞ äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî èððàöèîíàëüíîãî α.

0.1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äîêëàäà. Ïóñòü OXY � ïðÿìîóãîëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò ñ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé, AB � îòðåçîê ñ öåëûìè êîíöàìè

A = (q; 0)OXY è B = (0; p)OXY òàêèìè, ÷òî ðàçëîæåíèå p
q â öåïíóþ äðîáü èìååò

âèä [0; a1, 1, a3, ..., aN ] è N = {1, 2, ...}, ãäå èíäåêñ OXY ãîâîðèò î òîì,÷òî êîîð-

äèíàòû óêàçàíû â OXY , N = 2N ′ + 1, a1, a3, ..., aN , p, q,N ′ ∈ N; ÍÎÄ(p, q) = 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî SAB åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ (êëåòîê) ýòîé ðåøåòêè,

âíóòðåííîñòü êàæäàÿ îãî èç íèõ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ AB, òîãäà ãðà-

íèöà ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ëîìàíûõ S−AB è S +
AB

òàêèõ, ÷òî èõ êðàéíèìè âåðøèíàìè ñëóæàò òî÷êè A è B. Çäåñü èíäåêñ ìèíóñ

(ïëþñ) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî S−AB (S+AB) ëåæèò ïî ëåâóþ (ïðàâóþ) ñòîðîíó îò

îòðåçêà AB ïðè äâèæåíèå îò A ê B, ñì. ðèñ. 1.

Ëîìàíàÿ S−AB (S+AB) íàçîâåì ëåâîé (ïðàâîé) (öåëî÷èñëåííîé) ñòóïåí÷àòîé

àïïðîêñèìàöèåé îòðåçêà AB. Äëÿ êðàòêîñòè òàêèå ëîìàíûå áóäåì íàçûâàòü

ìàðøàìè.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè òåðìèí �öåëî÷èñëåííûé� ïî äâóì ïðè÷èíàì: S−AB è S+AB

èìåþ öåëûå âåðøèíû è âíóòðè SAB íåò öåëûõ òî÷åê.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò: ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîîðäèíàò (x1; y1),... , (xI ; yI)

ïðàâûõ âåðøèí As1 , ... , AsI , ãîðèçîíòàëüíûõ çâåíüåâ (ñòóïåíåé) íàèìåíüøåé

äëèíû (øèðèíû).

Ïîÿñíåíèÿ. Ïóñòü êëåòêè ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêà. Åñëè íàì èç-

âåñòíû êîîðäèíàòû âåðøèíû íåêîòîðîé êëåòêè, òî ïî ýòèì êîîðäèíàòàì ìû

ìîæåì óñòàíîâèòü öâåò êëåòêè. Øèðèíà ñòóïåíåé ðàâíà a1 èëè a1 + 1, ãäå a1
ýëåìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà öåïíîé äðîáè [0; a1, 1, a3, ..., a2N ′+1] =

p
q . Ïðè íå÷åò-

íîì a1 øèðèíà a1+1 ÷åòíà, à ïîýòîìó ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëàìè áåëûõ è ÷åðíûõ

êëåòîê ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðèíàäëåæàùåãî ∆OAB, ó êîòîðîãî îäíà èç ñòîðîí åü

ñòóïåíü øèðèíû a1 + 1, ðàâíà íóëþ. (Íà ðèñ. 1. îäèí èç òàêèõ ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ ÷àñòè÷íî âûäåëåí ïóíêòèðîì.) Ïîýòîìó ðàçíîñòü ∆OAB ìåæäó ÷èñëàìè

áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê èç ∆OAB îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

u(p) =
∑I

i=1(−1)xiδ⊖,y±
i
, (0.1)
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Ðèñ. 1. Ñòóïåí÷àòàÿ öåëî÷èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòðåçêà AB

ãäå δ⊖,y±
i
� ñèìâîë Êðîíåêåðà âåðõíèé, à èíäåêñ ± â îáîçíà÷åíèè y±i óêàçûâàåò

íà ÷åòíîñòü îðäèíàòû yi � ïëþñ ãîâîðèò, ÷òî îíà ÷åòíà, ìèíóñ � íå÷åòíà, ÷òî

îòðàçèì â âèäå çàïèñè: y+i = ⊕ è y−i = ⊖.

0.2. Ôîðìóëû öåëî÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè. Òàêèå ôîðìóëû ââî-

äÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pn

qn
= [a0; a1, ..., an] ïîðÿäêà n öåï-

íûõ äðîáåé [a0; a1 ...] , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íà, òàê è áåñêîíå÷íà,

a0 ∈ N0 = N ∪ {0}, an ∈ N. Ïîäõîäÿùàÿ äðîáü pn

qn
âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ðåêóð-

ðåíòíûå ôîðìóëû È óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó:

pn = anpn−1 + pn−2, qn = anqn−1 + qn−2, n ∈ N0;

p−2 = 0, q−2 = 1, p−1 = 1, q−1 = 0; |pnqn−1 − pn−1qn| ≡ (−1)n−1 (0.2)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ en+3 = (qn; pn), n ∈ N0. Îòñþäà íà

îñíîâàíèè (0.2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû:

en+3 = en+1 + anen+2 = qne1 + pne2, n ∈ N0

e1 = (q−2; p−2) = (1; 0), e2 = (q−1; p−1) = (0; 1).
(0.3)

Òàê êàê â îñíîâå íàøèõ èññëåäîâàíèé ëåæèò ïðÿìàÿ lAB : y = −p
q · x + p,

òî äëÿ óäîáñòâà ââåäåì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ae1e2 ñ íà÷àëîì â òî÷êå

A = (q; 0)OXY , áàçèñîì e1 = (−1; 0)OXY , e2 = (0; 1)OXY , îñüþ àáñöèññ Ae1 è

îðäèíàò Ae2. Â äàëüíåéøåì êîîðäèíàòû îáúåêòîâ â Ae1e2 áóäóò óêàçûâàòüñÿ

áåç èíäåêñà Ae1e2. Ëþáîé âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé (0.3), ñ íå÷åòíûì ÷åòíûì)

èíäåêñîì ëåæèò ïî ëåâóþ (ïðàâóþ) ñòîðîíû îò lAB , êîíå÷íî, òàêîé âåêòîð

äîëæåí áûòü ïðèëîæåí ê òî÷êå A. Ïðèëîæèì âåêòîðû en+1 è en+2 ê òî÷êå A è,

ñêëàäûâàÿ èç ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà, ïîëó÷èì àëãîðèòì âûòÿãèâàíèÿ
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íîñîâ:

en+3(A) = en+1(A) + anen+2(A), n ∈ N0. (0.4)

(Ïîëîæèì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè: (l1 + f(q1, ..., qk); l2 + f(p1, ..., pk)) = (l1 +

f(q1, ..., qk); l2 + p → q) = (l1 + q → p; l2 + f(p1, ..., pk)).)

Òåïåðü îñóùåñòâèì ñëîæåíèå âåêòîðîâ en+1 è en+2 ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà,

òîãäà n = 2m− 2 è n = 2m− 1 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì

e2m+1(A) = e2m−1(A) + a2m−3e2m(q2m−4; p2m−4) =

e2m−1(A) +
∑a2m−2−1

k2m+1=0 e2m(q2m−4 + k2m+1q2m−3, ; p → q),

e2m+2(A) = a2m−1e2m+1(A) + e2m(a2m−1q2m−2; p → q) =∑a2m−1−1
k2m+2=0 e2m+1(k2m+2q2m−2; k2m+2p2m−2) + e2m(a2m−1q2m−2; p → q).

(0.5)

Òðåóãîëüíèêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ñëîæåíèè, âî-ïåðâûõ, íå ñîäåðæàòü âíóòðè ñå-

áÿ öåëûõ òî÷åê, âî-âòîðûõ,ëåæàò ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò ïîëó÷åííîé ñóììû, ïðè-

÷åì ïåðâûé òðåóãîëüíèê ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè ∆◦OAB, çà èñêëþ÷åíèåì

òî÷êè A, AB ïåðåñåêàåò âòîðîé òðåóãîëüíèê ïî åãî âíóòðåííîñòè. Ñ ïîìîùüþ

ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ìû ìîæåì çàìåíÿòü êàæäûé âåêòîð-ñëàãàåìîå ñóììà-

ìè, îïðåäåëÿåìûå êðàéíèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè èç (0.5) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé

çàìåíå èíäåêñîâ è òî÷åê ïðèëîæåíèÿ âåêòîðîâ-ñëàãàåìûõ, ïðè ýòîì âíîâü ïî-

ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãîóãîëüíèêè áóäóò ñîäåðæàòü öåëûå òî÷êè òîëüêî íà ñâîåé

ãðàíèöå ñîãëàñíî òîæäåñòâó â (0.2) è ôîðìóëå Ïèêà. Ôîðìóëû (0.5) çàïèøåì

â îáùåì âèäå:

e2m+1(l1; l2) = e2m−1(l1; l2) + a2m−2e2m(l1 + q2m−4; l2 + p2m−4),=

e2m−1(l1; l2) +
∑a2m−2−1

k2m+1=0 e2m(l1 + q2m−4 + k2m+1q2m−3; l2 + p → q),
(0.6)

e2m′+2(l
′
1; l

′
2) = a2m′−1e2m′+1(l

′
1; l

′
2) + e2m′(l′1 + a2m′−1q2m′−2;

l′2 + p → q) =
∑a2m′−1−1

k2m′+2=0 e2m′+1(l
′
1 + k2m′+2q2m′−2; l

′
2 + k′p2m′−2)+

e2m′(l′1 + a2m′−1q2m′−2; l
′
2 + p → q).

(0.7)

ãäå m,m′ (∈ N), òî÷êè ïðèëîæåíèÿ (l1; l2) è (l′1; l
′
2) âåêòîðîâ çàäàþòñÿ òåìè

÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè, ê êîòîðûì ïðèìåíÿòüñÿ ýòè ôîðìóëû. Ôîðìóëû (0.6)

è (0.7) íàçîâåì ôîðìóëàìè öåëî÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè. .

0.3. Àëãîðèòìè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñòóïåí÷àòîé ëîìàíîé S−AB, îïðå-

äåëÿåìîå öåïíîé äðîáüþ [0; a1, 1, a3, ..., a2N ′+1] =
p
q . Ýòî ïîñòðîåíèå îñíî-

âàíî íà èíäóêòèâíîì ìåòîäå.

Áàçà èíäóêöèè. Ïîëîæèì â (0.6) è (0.7) m = 3, (l1; l2) = (0; 0), m′ = 2,

(l′1; l
′
2) = (q2 + k7q3; p → q) = (a3 + 1 + k7q3; 1 + k7p3), òîãäà

e7(0; 0) = e5(0; 0) +
∑a4−1

k7=0 e6((q2 + k7q3; p → q)) = e5(0; 0) +
∑a4−1

k7=0(∑a3−1
k6=0 e5(k7q3 + (k6 + 1)q2; p → q) + e4(k7q3 + (a3 + 1)q2; p → q)

)
.

(0.8)

Òàê êàê çäåñü îðäèíàòû âåêòîðîâ-ñëàãàåìûõ e4 = (a4; 1) è e5 = (a4 + 1; 1) ðàâíû

åäèíèöå, òàê êàê a2 = 1 (à èõ àáñöèññû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ (0.2) è, âçÿòûå

â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, òî îíè äàþò
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Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå ëåâîé ñòóïåí÷àòîé àïïðîêñèìàöèè M
−
7;0(A) äëÿ âåê-

òîðà e7(A) = (q4; p4)A. Çäåñü ïîäõîäÿùàÿ äðîáü p4
p4

= 7
12

= [0; 1, 1, 2, 2].

åäèíñòâåííóþ ñòóïåí÷àòóþ ëîìàíóþ, ñì. ðèñ. 2. Ýòà ëîìàíàÿ åñòü ëåâàÿ ñòó-

ïåí÷àòàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ìàðø) âåêòîðà e7(0; 0), êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå

óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà.

M−7;0(A) = ⟨M−5;0(A); M−6;0(Ap2
), ..., M−6;a4−1(Ap4−p3

)⟩, (0.9)

è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ïîðîæäåíà âåêòîðîì e7(0; 0). Çäåñü êîìïîíåíòû

ýòîãî íàáîðà òàêæå åñòü ìàðøè ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðîâ e5(A), e6(Ap2+k7p3),

ãäå Ap2+k7p3
= (q → p; p2 + k7p3), k7 = 0, a4 − 1.

Ìàðø M−5;0(A) ïîëó÷àåòñÿ èç (0.6) è (0.7) òîëüêî ïðè m = 2 è m′ = 2. Òàê êàê

a2 = 1, òî e5(A) = e5(A) + e4(Ap0
), ÷òî íàì äàåò

M−5;0(A) = ⟨M−3;0(A); M−4;0(Ap0
)⟩, M−4;0(A) = −e3 + M4;0(Ap0

). (0.10)

ãäå M−3;0(A) � ëåâàÿ ñòóïåí÷àòàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âåêòîðà e3(A) â âèäå ãîðè-

çîíòàëüíîãî îòðåçêà äëèíû a1, ñîâïàäàþùèé ñ e3(A), à M−4;0(Ap0
) � òàêàÿ æå

ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî çâåíà, òðåõ

âåðøèí Ap0 , (q0 + 1 : p0) = (a1 + 1 : 0) è (q2 : p2) = (a1 + 1 : 1). Èç ïðîäåëàííûõ

ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìàðøè M−3;0(A), M−5;0(A) è M4;0(Ap0
) ïðèíàäëåæàò S−AB , à

ìàðø M−4;0(A) íå ïðèíàäëåæàò S−AB , èáî åãî ïîðîæäàþùèé âåêòîð e4(A) ëåæèò

ïî ïðàâóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé lAB , à âåêòîð-ñëàãàåìûå âõîäÿùèå â (0.8) ëåæàò

ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò lAB , ñì. ðèñ. 2. Ìàðø M−6;0(Ap2
) èç (0.9) çàïèøåì òàêæå â

âèäå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà:

M−6;0(Ap2
) = ⟨M−5;0(Ap2

), ..., M−5;a3−1(Aa3p2
); M−4;a3

(Ap0+p3
)⟩, (0.11)
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ãäå äëÿ k6 = 1, a3 êîìïîíåíòû

M−5;k6−1(Ak6p2
) = (k6 − 1)e5 + M−5;0(A), M−4;a3

(A(a3+1)p2
) = (a3 + 1)

e5 + M−4;0(A) = (a3 + 1)e5 − e3 + M−4;0(Ap0) = a3e5+

a2e4 + M−4;0(Ap0)|a2=1 = e6 + M−4;0(Ap0).

(0.12)

Äàëåå, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k7 = 1, a4 ìàðø

M−6;k7−1(Ap2+(k7−1)p3
) = (k7 − 1)e6 + M−6;0(Ap2

), (0.13)

÷òî ÿâëÿåòñÿ çàâåðøàþùèì àêêîðäîì â ïîñòðîåíèè ìàðøà M−7;0 èç (0.9), ÷òî

äàåò íàì áàçó èíäóêöèè.

Àíàëîãè÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ íèæå áåç ïîÿñíåíèé

Ôîðìóëû (0.8) � (0.13) äàþò ìåòîä èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà ñ ïîìîðüþ ôîð-

ìóë (0.6) è (0.7) ïðè m = N ′ è p2m−4 + (a2m−2 − 1)p2m−3 = p2m−2 − p2m−3

ïîëó÷àåì àëãîðèòìè÷åñêîå çàäàíèå ëîìàíîé S−AB â âèäå ðåêóððåíòíûõ ôîð-

ìóë (0.14) è (0.15):

M−2m+1;0(A) = ⟨M−2m−1;0(A); M−2m;0(Ap2m−4
), ., M−2m;a2m−2−1(Ap2m−2−p2m−3

)⟩
(0.14)

ãäå êîìïîíåíòû M−2m;k2m+1−1(·) äëÿ k2m+1 = 1, a2m−2 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç

M−2m;k2m+1−1(Ap2m−4+(k2m−1)p2m−3
) = ⟨M−2m−1;0(Ap2m−4+(k2m−1)p2m−3

),

..., M−2m−1;a2m−3−1(Aa2m−3p2m−4+(k2m−1)p2m−3
);

M−2m−2;a2m−3
(A(a2m−3+1)p2m−4+(k2m−1)p2m−3

)⟩,
(0.15)

äëÿm = 3, N ′ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (0.9), ïðè÷åì N ′ òàêîå, ÷òî N = 2N ′+1.

Òåõíè÷åñêè àëãîðèòì (0.14) ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ (0.9) äàþò ìàðø M−7;0(A) èç (0.14) ïðè m = 3. Êîìïîíåíòû èç (0.14)

è (0.15) íàõîäÿòñÿ ïîäîáíî (0.12) è (0.13) ÷åðåç ïàðàëëåëüíûé ñäâèã:

M−2m−1;k2m−1(Ak2mp2m−4
) = k2me2m−1 + M−2m−1;0(A), k2m = 1, a2m−3;

k2m = a2m−3 + 1; M−2m−2;a2m−3
(A(a2m−3+1)p2m−4

) = (a2m−3 + 1)e2m−1

+M−2m−2;0(A) = a2m−3e2m−1 + a2m−4e2m−2 + M−2m−2;0(Ap2m−6
),

(0.16)

è äëÿ k2m+1 = 1, a2m−2

M−2m;k2m+1−1(Ap2m−4+(k2m+1−1)p2m−3
) = (k2m+1 − 1)e2m + M−2m;0(Ap2m−4) (0.17)

Íà âûõîäå ýòîò àëãîðèòì äàåò ñòóïåí÷àòóþ ëîìàíóþ S−AB , òàê êàê êàæäûé

ïîñëåäóþùèé ìàðø â (0.14) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàëëåëüíûì ñäâè-

ãîì, íà÷èíàÿ ñ ìàðøà (0.9) ñ ó÷åòîì (0.10) � (0.13) . Âñëåäñòâèå ÷åãî èìååò

ìåñòî

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ae1e2 � ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ áàçèñîì e1 = (−1; 0)OXY ,

e2 = (0; 1)OXY è íà÷àëîì A = (q; 0)OXY , ãäå êîîðäèíàò âçÿòû â ïðÿìîóãîëü-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY . Òîãäà àëãîðèòì, îïðåäåëÿåìûé ðåêóððåíòíû-

ìè ôîðìóëàìè (0.14) � (0.17) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (0.9), íà âûõîäå ïðè

m = N ′ äàåò àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå â Ae1e2 ëåâîé ñòóïåí÷àòîé àïïðîêñèìà-

öèÿ S
−
AB îòðåçêà AB, ïîðîæäåííîãî öåïíîé äðîáüþ [0; a1, 1, a3, a4, ..., aN ] (= p

q ,

B = (0; p)OXY ).
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Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå ïðàâîé öåëî÷èñëåííîé ñòóïåí÷àòîé àïïðîêñèìàöèÿ

S+AB îòðåçêà AB, îïðåäåëÿåìîãî öåïíîé äðîáè [0; a1, 1, a3, a4, ..., aN ] èìååò òîò

æå âèä, ÷òî è S−AB â Ae1e2 òîëüêî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Be′1e
′
2 ñ áàçèñîì

e′1 = (−1; 0)OXY , e
′
2 = (0;−1)OXY è íà÷àëîì B = (0; p)OXY â ñèëó öåíòðàëü-

íîé ñèììåòðèè ïðÿìîóãîëüíèêà OABC, ãäå C = (q; p)OXY . ×òîáû ïîëó÷èòü

àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå S−AB è S+AB â ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY íóæíî ñî-

îòâåòñòâåííî ïåðåéòè îò Ae1e2 è Be′1e
′
2 ê OXY . .

0.4. Ðàñïîëîæåíèå ñòóïåíåé øèðèíû a1 â S−AB. Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàé-

òè ñòóïåíè h−i (Ai;Ai+1), i ∈ I, øèðèíû a1, ïîðîæäåííûå ñîîòâåòñòâåííî

e4(Ai) = (q1; p1)Ai
= (a1; 1)Ai

, ãäå I � ìíîæåñòâî èç (0.1). Â îáîçíà÷åíèè

ñòóïåíè h−i (Ai;Ai+1) òî÷êè Ai è Ai+1 åñòü êîíöû âåêòîðà e4(Ai), à èíäåêñû ó

ýòèõ òî÷åê, êàê è ó ñàìîé ñòóïåíè åñòü èõ îðäèíàòû. Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè

÷àùå áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå h−i (·; ·) âìåñòî òîãî, êîòîðîå ââåëè.
Ïîëîæèì m = 3 â (0.14), òîãäà ïîëó÷àåì ìàðø M−7;0(A), ñì. (0.9). Ïåð-

âàÿ åãî êîìïîíåíòà M−5;0(A) (ñì. (0.10) ïîðîæäåíà âåêòîðîì e5(A) è ïîýòîìó

îíà åñòü íóëåâàÿ ñòóïåíü h−0 (A;Ap2
) øèðèíû a1 + 1, à îñòàëüíûå a4 êîìïî-

íåíòû çàäàþòñÿ (0.11) è (0.13). Èç (0.10) � (0.13) ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ìàðø

M−6;k7−1(Ap2+(k7−1)p3
) ïðè ôèêñèðîâàííîì k7 = 1, a4 ñîäåðæèò îäíó ñòóïåíü øè-

ðèíû a1:

h−(a3+1)p2+(k7−1)p3
(·; ·) = (k7 − 1)e6 + a3e5 + a2e4 + M−4;0(Ap0

) =

k7e6 + (a2 − 1)e4|a2=1 + M−4;0(Ap0) = k7e6 + M−4;0(Ap0) = h−p0+k7p3
(·; ·),

H−
7;0(A) = ∪a4

k7=1{k7e6 + M−4;0(Ap0
)} = ∪a4

k7=1{h
−
p0+k7p3

(·; ·)}.
(0.18)

Çäåñü M−4;0(Ap0) â ñèëó (0.10) íå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåíüþ, à ñîñòàâëÿåò òîëüêî ÷àñòü å¼

íóëåâîé ñòóïåíè, H−
7;0(Ap2) � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå îáúåäèíåíèåì âñåõ ñòó-

ïåíåé øèðèíû a1 â êîëè÷åñòâå a4 øòóê èç M−7;0(A). Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð

k7 óêàçûâàåò ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ñðåäè ñòóïåíåé øèðèíû a1 ïðè äâèæå-

íèè ïî ìàðøó M−7;0(A), âñëåäñòâèå ââåäåíèÿ òàêîãî ïîðÿäêà h−p0+p3
(·; ·) � ïåðâàÿ

ñòóïåíü è îíà ïðèíàäëåæèò âòîðîé êîìïîíåíòå M−6;0(Ap2
) èç M−7;0(A). Êàæäàÿ

ñòóïåíü h−p0+k7p3
(·; ·) èç (0.18) åñòü ãîðèçîíòàëüíîå çâåíî ëîìàíîé S−AB ñîîòâåò-

ñòâåííî íà÷àëî è êîíåö ýòîãî çâåíà â OXY òàêîâû:

Ap0+k7p3 = (q − (q0 + k7q3); p0 + k7p3)OXY ,

Aep2+k7p3
= (q − (q2 + k7q3); p0 + k7p3)OXY .

Èòàê, ìàðøó M−7;0(A) ïðèíàäëåæèò ðîâíî a4 ñòóïåíåé h−p0+k7p3
(·; ·) øèðèíû

a1, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà

M−4;0(Ap0) ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè Ap0 = (1; 0) è Ae

p2
= (a1 + 1; 0). Ýòîò ïåðå-

íîñ çàäàåòñÿ ëåâîé ÷àñòüþ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (0.18), êîãäà k7 ïðîáåãàåò

ìíîæåñòâî {1, a4}.
Îñòàëüíûå èñêîìûå ñòóïåíè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà â âèäå ïà-

ðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (0.16) è (0.17). Ðàáîòó ýòîãî àëãîðèòìà îòðàçèì íà ãðà-

ôå ñ ðèñ. 3.

Îïèñàíèå ãðàôà íà ðèñ. 3. Âåðøèíû H−
k;0(·), k = 7, 2m+ 1, åñòü ìíîæåñòâà,

îáðàçîâàííîå ñòóïåíÿìè øèðèíû a1 è ïðèíàäëåæàùèå ìàðøó M−k;0(·) à íàïðàâ-
ëåííûå ðåáðà ñíàáæåíû âåñîì â âèäå îäíîãî âåêòîðà èëè ñåìåéñòâà âåêòîðîâ,
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Ðèñ. 3. Ãðàô, äàþùèé çíà÷åíèå èíäåêñîâ ñòóïåíåé øèðèíû a1 ìàðøà

M
−
2m+1;0(A), m = 3, N ′. Íà ãðàôå e = e, ks = 1, as−3, s = 2m+ 1.
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îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîì ks, s = 2m + 1, åñëè âåñ íå óêàçàí, òî ñ÷èòàåòñÿ

íóëåâûì âåêòîðîì. Êîãäà âåñ ñîäåðæèò ïàðàìåòð ks, s = 2m+1, òî âåñ ñîñòîèò

èç ñåìåéñòâà âåêòîðîâ, îïðåäåëÿåìûì âñåâîçìîæíûì âûáîðîì ks èç ìíîæåñòâà

{1, as−3}.
Ìíîæåñòâî H−

k;0(·), k = 8, 2m+ 1, åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ H−
k−2;0(·) è

H−
k−1;0(·) ïîñëå òîãî, êàê ê ëþáîìó ýëåìåíòó êàæäîãî èç ýòèõ ïðèáàâëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà, â ñëó÷àå êîãäà âåñ åñòü ñåìåéñòâî âåêòîðîâ, òî ïðè-

áàâëÿåòñÿ êàæäûé âåêòîð ýòîãî ñåìåéñòâà. (Ïðè k − 2 = 6,íóæíî çàìåíèòü

ìíîæåñòâî H−
6;0(·) íà M−4;0(Ap0).) Òàêîé ïðîöåññ îáúåäèíåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ

àëãîðèòìîì, îïðåäåëÿåìûì (0.16) è (0.17). ×àñòíûé ñëó÷àé ðàáîòû ýòîãî àë-

ãîðèòìà ìû èìååì â (0.18).

Òàê êàê â âåðøèíó H−
7;0(·) âõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî,à èç êàæäîé âåðøè-

íû H−
k;0(·) èñõîäèò äâà ðåáðà ïðè k = 7, 2m+ 1 è âõîäèò òàêæå äâà ïðè k =

8, 2m+ 1, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïóòåé ñ íà÷àëîì M−4;0(Ap0
) è êîíöîì H−

2m+1;0(·)
ðàâíî ÷èñëó Ôèáîíà÷÷è F2m−5 ïðè óñëîâèè, ÷òî F0 = F1 = 1. ×èñëî ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà H2N ′+1;0(A) äàåò íàì âåðõíèé ïðåäåë I ñóììèðîâàíèÿ â (0.1), à êî-

îðäèíàòû xi è yi òî÷êè Asi , êîòîðûå ó÷àñòâóþ â ýòîì ñóììèðîâàíèè, íàõîäÿòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì..

Ïóñòü W2m+1 = {w2m+1;1, ..., w2m+1;F2m−5} � ìíîæåñòâî ïóòåé èç M4;0(Ap0)

â H2m+1;0(A), à
−→
K(w2m+1;i) = {κl(w2m+1;i)}

j2m+1;i

l=1 , i = 1, F2m−5, � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü âåñîâ ëèáî â âèäå ñåìåéñòâà âåêòîðîâ, ëèáî â âèäå îäíîãî âåêòîðà

(âêëþ÷àÿ è íóëåâûå), èç w2m+1;i, âçÿòûå â ïîðÿäêå, êîòîðûé çàäàåò äâèæåíèå

âäîëü ïóòè w2m+1;i îò M4;0(Ap0
) ê H2m+1;0(A). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

i èç {1, F2m−5} âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âåêòîð â êàæäîì ýëåìåíòå

èç
−→
K(w2m+1;i), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì è äñóììèðî=óÿ è ñ îñòàâøèìè-

ñÿ âåêòîðàìè â {1, F2m−5}. Îðäèíàòó ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ñêëàäûâàåì ñ p0
ïîëó÷àåì èíäåêñ ñòóïåíè øèðèíû a1. Ïåðåáèðàÿ ñîäåðæèìîå âñåõ ñåìåéñòâ

âåêòîðîâ èç
−→
K(w2m+1;i) òàêèì îáðàçîì ïðè ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîì i, ïî-

ëó÷àåì ìíîæåñòâî èñêîìûõ ñòóïåíåé, êîòîðûé äàåò ïóòü w2m+1;i. Ïîñòóïàåì

òàê ñ êàæäûì i èç {1, F2m−5} ìû íàéäåì âñå èñêîìûå ñòóïåíè, ïðèíàäëåæàùèå

ìàðøó M2m+1;0(A), m = 3, N ′, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà.

Áîëåå ïîäðîáíî î öåëî÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè ñì.

Ì.Ì. Ãàëëàìîâ. Öåëî÷èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îòðåçêà // ×åáûøåâcêèé ñáîð-

íèê, 2022, ò. 23, âûï. 4, ñ. 20�38.
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