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Поверхности Миндинга

• 𝒛𝒛 = ±∫ 𝒂𝒂𝟐𝟐 𝟏𝟏−𝒕𝒕 −𝒓𝒓𝟐𝟐

𝒂𝒂𝟐𝟐𝒕𝒕+𝒓𝒓𝟐𝟐
𝒅𝒅𝒅𝒅



Касательный конус к орисфере



Псевдосфера

• 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐+𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐+𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐

𝒛𝒛𝟐𝟐

• �𝒙𝒙 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒖𝒖 ,
𝒚𝒚 = 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝒖𝒖) 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐+𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐

𝒛𝒛𝟐𝟐



Полная псевдосфера



Теорема Птолемея

• Четырехугольник на 
евклидовой плоскости 
является вписанным тогда и 
только тогда, когда 
произведение длин его 
диагоналей рано сумме 
произведении длин 
противоположных сторон:
𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 � 𝐵𝐵𝐵𝐵



John СASEY (1820-1891)



Теорема Кейси (известна Shiraishi Nagatada в 1820-х)

𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏 � 𝒕𝒕𝟐𝟐𝟐𝟐=𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏 � 𝒕𝒕𝟑𝟑𝟑𝟑+𝒕𝒕𝟐𝟐𝟐𝟐 � 𝒕𝒕𝟏𝟏𝟏𝟏



Преобразования Лагерра



𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀2 = 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎′ 2 + (𝑏𝑏 − 𝑏𝑏′)2− 𝑅𝑅 − 𝑅𝑅′ 2



Изотропная проекция



Касание циклов



Интерпретация евклидовой теоремы Кейси



Способы касания и «касательные расстояния»



𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 − 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐, 
𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 + 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐, 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 − 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 , 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐 = 𝒅𝒅𝒅𝒅𝟐𝟐



Лемма. Пусть в псевдоевклидовом пространстве зафиксированы два изотропных конуса, 
и плоскости пересекают конусы по евклидовым или псевдоевклидовым окружностям. 

Тогда длины общих касательных пар окружностей (при соответствующем выборе этих 
касательных) будут равны.



Псевдоевклидовы трактрисы



Полусфера мнимого радиуса



Теорема Птолемея на плоскости Лобачевского

• [Хорда длины 𝒙𝒙 стягивает дугу 𝒍𝒍 орицикла длины   𝒍𝒍 = 2𝜎𝜎 � 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝒙𝒙
2𝜎𝜎

на гиперболической плоскости кривизны 𝐾𝐾 = − 1
𝜎𝜎2

. ]
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Теорема Кейси (если не следить за порядком циклов)



Гиперболический случай



Касание двух ветвей эквидистанты



Сведение соотношения Кейси к соотношению Птолемея



Если первые три окружности касаются одной ветви эквидистанты, а четвёртая 
окружность касается другой ветви



Соответствие между семествами прямых и орициклов



Ориклическая эквилонгальность



Связь геодезических и орициклических касательных
�𝐿𝐿𝑖𝑖𝐿𝐿𝑗𝑗 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑇𝑇𝑗𝑗

2



Расстояние в модели Пуанкаре



�𝑳𝑳𝒊𝒊𝑳𝑳𝒋𝒋 = 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔
𝑻𝑻𝒊𝒊𝑻𝑻𝒋𝒋
𝟐𝟐

= 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄
𝑷𝑷𝒊𝒊𝑷𝑷𝒋𝒋
𝟐𝟐



Фрагмент триангуляции



Лямбда-длины

• Пусть 𝛿𝛿 − снабжённая знаком длина отрезка общей оси
двух орициклов между точками пересечения этой оси с 
орициклами, то есть расстояние между орициклами, если 
орициклы не пересекаются; если орициклы пересекаются,
то длина отрезка общей оси берётся со знаком минус. Тогда 
лямбда-длина определяется так: 𝜆𝜆 = 𝑒𝑒𝛿𝛿/2



Лямбда-длины Пеннера



Теорема Кейси для орициклов
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Спасибо за внимание!
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