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Êðîìå ïðèçì Πn è àíòèïðèçì An, n = 3, 4, . . . , ñóùåñòâóåò
ðîâíî 108 âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ñ ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè:
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3 92 ìíîãîãðàííèêà Äæîíñîíà.1
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Ëåììà(À. Ä. Ìèëêà, 1987)
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ïî ñîñòàâó ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé âåðøèíå ãðàíåé ìîæåò îòíîñèòü-
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Ïàðêåòîãðàííèêè áåç ôèêòèâíûõ âåðøèí
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Òåîðåìà (À. Ì. Ãóðèí, Â. À. Çàëãàëëåð, À.Ò., 2008-2011)

Åñëè îòëè÷íîå îò ïðàâèëüíîãðàííîãî âûïóêëîå òåëî èìååò
ãðàíè ëèáî ïðàâèëüíûå, ëèáî ñîñòàâëåííûå òàê èç ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà
ñëóæèò è âåðøèíîé ãðàíè, òî îíî ïîäîáíî îäíîìó èç 78
ìíîãîãðàííèêîâ, ïîñòðîåííûõ ÿâíî:
http://tupelo-schneck.org/polyhedra/.
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Òåîðåìà (À. Ì. Ãóðèí, Â. À. Çàëãàëëåð, À.Ò., 2008-2011)
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6Òèìîôååíêî À.Â. Îò ïëàòîíîâûõ òåë ê ïàðêåòîãðàííèêàì ÷åðåç
ñèìâîëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðîòîòèïèðîâàíèå, ÀËÃÅÁÐÀ, ÒÅÎÐÈß
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Figure: α0 + α1 + α2 + . . .+ αk−1 = πk − 2π
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Òèìîôååíêî Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîãðàííèêîâ è ñìåæíûå âîïðîñû



Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè

Êëàññèôèêàöèÿ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1974 � 2013 � 2023

Ïðèìåíåíèå ãðóïï â êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîóãîëüíèêîâ

Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò ïðèçì, àíòèïðèçì, òåë Ïëàòîíà, Àðõèìåäà è èõ ÷àñòåé

Âîïðîñû

Äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû

Ñîåäèíÿÿ ïðàâèëüíûå 3-, 4- è 5-óãîëüíèêè, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî óãëû òàêèå, êàê ó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà,
m ∈ M, M = {3, 4, 5, 6, 12, 30}. Äðóãèå ñîåäèíåíèÿ ïðèâîäÿò ê
óãëàì, íå ìåíüøèì ðàçâ¼ðíóòîãî. Ïîýòîìó óãîë ïàðêåòíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí óãëó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà, m ∈ M.
Ïóñòü ïàðêåòíûé k-óãîëüíèê îáëàäàåò xm óãëàìè òàêèìè, êàê
óãëû ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà.

Êàæäóþ âåðøèíó
An, n = 0, 1, 2, . . . , k − 1 âûïóêëîãî k-óãîëüíèêà

HHH q
Ak−1

qA0
A
AA
qA1
�
��
qA2
�
��

qA3 qPPPq
q






α0

α1

α2 e
�
�
��

"
"

""

�
�
�

L
LL

#
#

bb

Figure: α0 + α1 + α2 + . . .+ αk−1 = πk − 2π

Òèìîôååíêî Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîãðàííèêîâ è ñìåæíûå âîïðîñû



Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè

Êëàññèôèêàöèÿ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1974 � 2013 � 2023

Ïðèìåíåíèå ãðóïï â êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîóãîëüíèêîâ

Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò ïðèçì, àíòèïðèçì, òåë Ïëàòîíà, Àðõèìåäà è èõ ÷àñòåé

Âîïðîñû

Äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû

Ñîåäèíÿÿ ïðàâèëüíûå 3-, 4- è 5-óãîëüíèêè, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî óãëû òàêèå, êàê ó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà,
m ∈ M, M = {3, 4, 5, 6, 12, 30}. Äðóãèå ñîåäèíåíèÿ ïðèâîäÿò ê
óãëàì, íå ìåíüøèì ðàçâ¼ðíóòîãî. Ïîýòîìó óãîë ïàðêåòíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí óãëó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà, m ∈ M.
Ïóñòü ïàðêåòíûé k-óãîëüíèê îáëàäàåò xm óãëàìè òàêèìè, êàê
óãëû ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà. Êàæäóþ âåðøèíó
An, n = 0, 1, 2, . . . , k − 1 âûïóêëîãî k-óãîëüíèêà

HHH q
Ak−1

qA0
A
AA
qA1
�
��
qA2
�
��

qA3 qPPPq
q






α0

α1

α2 e
�
�
��

"
"

""

�
�
�

L
LL

#
#

bb
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Òèìîôååíêî Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîãðàííèêîâ è ñìåæíûå âîïðîñû



Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè

Êëàññèôèêàöèÿ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1974 � 2013 � 2023

Ïðèìåíåíèå ãðóïï â êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîóãîëüíèêîâ

Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò ïðèçì, àíòèïðèçì, òåë Ïëàòîíà, Àðõèìåäà è èõ ÷àñòåé

Âîïðîñû

Äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû

Ñîåäèíÿÿ ïðàâèëüíûå 3-, 4- è 5-óãîëüíèêè, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî óãëû òàêèå, êàê ó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà,
m ∈ M, M = {3, 4, 5, 6, 12, 30}. Äðóãèå ñîåäèíåíèÿ ïðèâîäÿò ê
óãëàì, íå ìåíüøèì ðàçâ¼ðíóòîãî. Ïîýòîìó óãîë ïàðêåòíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí óãëó ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà, m ∈ M.
Ïóñòü ïàðêåòíûé k-óãîëüíèê îáëàäàåò xm óãëàìè òàêèìè, êàê
óãëû ïðàâèëüíîãî m-óãîëüíèêà. Êàæäóþ âåðøèíó
An, n = 0, 1, 2, . . . , k − 1 âûïóêëîãî k-óãîëüíèêà

HHH q
Ak−1

qA0
A
AA
qA1
�
��
qA2
�
��

qA3 qPPPq
q






α0

α1

α2 e
�
�
��

"
"

""

�
�
�

L
LL

#
#

bb

Figure: α0 + α1 + α2 + . . .+ αk−1 = πk − 2π
Òèìîôååíêî Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîãðàííèêîâ è ñìåæíûå âîïðîñû



Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè

Êëàññèôèêàöèÿ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1974 � 2013 � 2023

Ïðèìåíåíèå ãðóïï â êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîóãîëüíèêîâ

Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò ïðèçì, àíòèïðèçì, òåë Ïëàòîíà, Àðõèìåäà è èõ ÷àñòåé

Âîïðîñû

k-óãîëüíèê A = A0A1A2 · · ·Ak−1
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m − 2

m
xm = k − 2.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî êàæäûé òèï ïàðêåòíîãî k-óãîëüíèêà A,
k = 3, 4, . . . , 30, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé
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Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

{
10x3 + 15x4 + 18x5 + 20x6 + 25x12 + 28x30 = 30(k − 2),
x3 + x4 + x5 + x6 + x12 + x30 = k .

(1)
Î÷åâèäíî, ðåøåíèåì êàæäîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ñëóæèò
óïîðÿäî÷åííàÿ øåñò¼ðêà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Áóäåì
å¼ çàïèñûâàòü êîìïàêòíî. Íàïðèìåð, ðåøåíèþ [2, 0, 1, 0, 0, 4], â
êîòîðîì x3 = 2, x4 = 0, x5 = 1, x6 = x12 = 0, x30 = 4,
ñîîòâåòñòâóåò çàïèñü [32, 5, 304]. Îíà ñêîðåå øåñò¼ðêè
ñîîáùàåò, ÷òî åñëè äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ íàéä¼òñÿ ïàðêåòíûé
7-óãîëüíèê, òî ó íåãî äâà óãëà òàêèõ, êàê ó ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, îäèí óãîë ðàâåí óãëó ïðàâèëüíîãî 5-óãîëüíèêà è
÷åòûðå óãëà ðàâíû óãëó ïðàâèëüíîãî 30-óãîëüíèêà. ×òîáû íå
ðàññìàòðèâàòü òèïû ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
ïàðêåòíûìè, íà ðåøåíèÿ ñèñòåì (1) íàëîæèì ðàñïîëîæåííûå
íèæå óñëîâèÿ.
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1)Â ðåøåíèè åñòü ÷èñëî 30 è îòñóòñòâóåò ÷èñëî 5.
2)Ðåøåíèå ñîäåðæèò ÷èñëî 30 è â í¼ì îòñóòñòâóþò ÷èñëà 3 è 6.
3)Âìåñòå ñ ÷èñëîì 5 ðåøåíèå íå ñîäåðæèò ÷èñëà 4 èëè 12.
4)Åñëè â ðåøåíèè ïðèñóòñòâóåò ÷èñëî 5, òî ÷¼òíûì äîëæíî
áûòü è êîëè÷åñòâî ÷èñåë 6 è êîëè÷åñòâî ÷èñåë 30.
5) Ðåøåíèå íå ñîäåðæèò áîëåå ÷åòûð¼õ ÷èñåë 30.
6) Åñëè â ðåøåíèè åñòü ÷èñëà 4, òî èõ êîëè÷åñòâî íå÷¼òíîå.

,
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññèôèêàöèè òèïîâ
ïàðêåòîóãîëüíèêîâ

Àëãîðèòìèçèðóåì ïðîöåññ ïîèñêà âûïóêëûõ r -ïàðêåòíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ïóò¼ì ñîåäèíåíèÿ èõ ïðàâèëüíûõ ÷àñòåé. Ñ
ïîÿâëåíèåì â õîäå âû÷èñëåíèé r -ïàðêåòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
ñðàâíèâàåì åãî òèï ñ óæå íàéäåííûìè. Ïîñêîëüêó òèïîâ
ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî â ðåçóëüòàòå
áóäóò âûïèñàíû âñå òèïû è äëÿ êàæäîãî ïîñòðîåíî íå ìåíåå
îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ. Ïîëó÷èëè åù¼ îäíî, îòëè÷àþùèåñÿ îò
çàïèñàííîãî â [1], êëàññèôèêàöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî.
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Ðàâíîð¼áåðíûå ïàðêåòîãðàííèêè

Òîëüêî ÷åòûð¼ì èç 23 òèïîâ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Åù¼ äåâÿòè òèïàì
ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâíîñòîðîííèå ìíîãîóãîëüíèêè:

Figure: 7c Figure: 8c Figure: 9b Figure: 10b

Ãèïîòåçà, 2018

×åòûðå ïðèçìû, â îñíîâàíèÿõ êîòîðûõ ëåæàò ïàðêåòíûå
ìíîãîóãîëüíèêè òèïîâ (4, 12, 6, 12, 4, 122), (62, 122, 62, 122),
(6, 122, 6, 122, 6, 122) è (6, 124, 6, 124), è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîð¼áåðíûìè ïàðêåòîãðàííèêàìè ñ ôèêòèâíûìè âåðøèíàìè.
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Âîïðîñû

Ðàâíîð¼áåðíûå ïàðêåòîãðàííèêè

Òîëüêî ÷åòûð¼ì èç 23 òèïîâ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Åù¼ äåâÿòè òèïàì
ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâíîñòîðîííèå ìíîãîóãîëüíèêè:

Figure: 7c Figure: 8c Figure: 9b Figure: 10b

Ãèïîòåçà, 2018

×åòûðå ïðèçìû, â îñíîâàíèÿõ êîòîðûõ ëåæàò ïàðêåòíûå
ìíîãîóãîëüíèêè òèïîâ (4, 12, 6, 12, 4, 122), (62, 122, 62, 122),
(6, 122, 6, 122, 6, 122) è (6, 124, 6, 124), è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîð¼áåðíûìè ïàðêåòîãðàííèêàìè ñ ôèêòèâíûìè âåðøèíàìè.
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Âîïðîñû

Òèïû íåðàâíîñòîðîííèõ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ

Àëåêñååâ Ì. Í.(2018):

Åñëè ñòîðîíû ïàðêåòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíû, òî îí
îáëàäàåò îäíèì èç ñëåäóþùèõ òèïîâ: 3a(33); 4b(3, 6, 3, 6);
4c(44); 5b(3, 12, 42, 12); 6a(3, 122, 3, 122); 6b(3, 30, 53, 30);
6d(66); 7b(3, 30, 5, 30, 3, 302); 7c(4, 12, 6, 12, 4, 122);
8c(62, 122, 62, 122); 9b(6, 122, 6, 122, 6, 122); 10b(6, 124, 6, 124);
12a(1212).
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8c(62, 122, 62, 122); 9b(6, 122, 6, 122, 6, 122); 10b(6, 124, 6, 124);
12a(1212).

Òèìîôååíêî Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷ Ê ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ïàðêåòîãðàííèêîâ è ñìåæíûå âîïðîñû



Ïðàâèëüíîãðàííûå òåëà è ïàðêåòîãðàííèêè

Êëàññèôèêàöèÿ ïàðêåòíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 1974 � 2013 � 2023
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Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï ñèììåòðèé

Ãðóïïà Aut+□ ïîâîðîòîâ êâàäðàòà, ðàññìàòðèâàåìîãî â
ïðîñòðàíñòâå êàê äâóãðàííèê (äèýäð), îáîçíà÷åíà â [2] êàê
[2, 4]+ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Aut+ ⊏⊐ ïîâîðîòîâ íåêâàäðàòíîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà [2, 2]+. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì
ýòèõ ãðóïï

[2, 2]+ ∼=

〈 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

〉
<

<

〈 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 ,

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

〉
∼= [2, 4]+,

ñòðîèì ïðàâèëüíûå k-óãîëüíûå ÷àñòè, k = 3, 4, 5, r -ïàðêåòíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, äåéñòâóÿ íà èõ âåðøèíó (äèýäðàëüíîé)
ãðóïïîé ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî k-óãîëüíèêà.
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Êîìïüþòåðíûå ìîäåëè ãðóïï ñèììåòðèé

Èç ïðèìåðà ïðåäñòàâèòåëåé òèïà (44) â âèäå êâàäðàòà è
íåêâàäðàòíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ÿñíî, ÷òî êàê ïðàâèëî
r -ïàðêåòíûé ìíîãîóãîëüíèê îáëàäàåò ãðóïïîé ñèììåòðèé
âîîáùå ãîâîðÿ áîëüøåé, ÷åì òàêàÿ ãðóïïà îäíîòèïíîãî åìó
ïàðêåòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî íå òîëüêî èç
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Êîíå÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèé
ìîæíî íàéòè â ïóáëèêàöèè [2], ãäå ïðàâåå îáîçíà÷åíèÿ ãðóïïû
ðàñïîëîæåíî íàçâàíèå è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïèñàí
ìíîãîãðàííèê òàêîé ãðóïïîé ñèììåòðèé èëè ïîâîðîòîâ
îáëàäàþùèé. Çàâåðøàåòñÿ îïèñàíèå êàæäîé ãðóïïû èìåíåì
ôàéëà ñ å¼ êîìïüþòåðíîé ìîäåëüþ äëÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû GAP. Óòðà÷åííàÿ ññûëêà â èíòåðíåòå íà ýòîò ôàéë
ïàïêè E3 çàìåíåíà2.

2https://drive.google.com/drive/folders/1zJTN2qZhrxDZ-
2SO7PRozgkIiwImlsn-?usp=sharing
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âîîáùå ãîâîðÿ áîëüøåé, ÷åì òàêàÿ ãðóïïà îäíîòèïíîãî åìó
ïàðêåòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî íå òîëüêî èç
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Êîíå÷íûå ãðóïïû ñèììåòðèé
ìîæíî íàéòè â ïóáëèêàöèè [2], ãäå ïðàâåå îáîçíà÷åíèÿ ãðóïïû
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àëãåáðû GAP. Óòðà÷åííàÿ ññûëêà â èíòåðíåòå íà ýòîò ôàéë
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ãðóïïîé (äèýäðà 8-ãî ïîðÿäêà), ïîðîæä¼ííîé ïîâîðîòàìè
âîêðóã îñè àïïëèêàò íà ïðÿìîé óãîë è âîêðóã ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ïîä óãëîì 22, 5◦ ê îñè àáñöèññ ïåðïåíäèêóëÿðíî
îñè àïïëèêàò, íà óãîë 180◦, [3].
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Ìíîãî÷ëåí Ì. Êîñòýðñ

Ìíîãî÷ëåí Ì. Êîñòýðñ èìååò âèä 2c6 + 11c4 + 4c2 − 1. Íóæíûé
äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò âåðøèí êîðåíü c ≈ 0, 4111.
Âèäåîçàïèñü ñåìèíàðà 18 èþíÿ 2021 ã. äîñòóïíà2.

2https://drive.google.com/drive/folders/1vmRUZUn7YrqME93Yg-
XB6Ue07COCaPKe?usp=sharing
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Öèòèðîâàííàÿ ëèòåðàòóðà

À. Â. Òèìîôååíêî, Î. À. Òàáèíîâà, Î êëàññèôèêàöèè ïàðêåòíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ. Âåñòíèê Êðàñíîÿðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â. Ï. Àñòàôüåâà., 23: 1
(2013), 216�219.
https://www.elibrary.ru/download/elibrary_18916660_54197671.pdf

À. Â. Òèìîôååíêî, Îò ïëàòîíîâûõ òåë ê ïàðêåòîãðàííèêàì
÷åðåç ñèìâîëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðîòîòèïèðîâàíèå. Â
ñáîðíèêå: Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë, äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ è

ìíîãîìàñøòàáíîå ìîäåëèðîâàíèå: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû,

ïðèëîæåíèÿ è ïðîáëåìû èñòîðèè. Ìàòåðèàëû XIX

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííîé 200-ëåòèþ ñî äíÿ

ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ï. Ë. ×åáûø¼âà. Òóëà, 2021, 421�426.
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=46539599

À. Â. Òèìîôååíêî, Íåñîñòàâíûå ìíîãîãðàííèêè, îòëè÷íûå îò
òåë Ïëàòîíà è Àðõèìåäà, Ôóíäàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì., 14:2
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