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Ðàçáèåíèÿ

Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà Rd åñòü êîëëåêöèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ {Ti}∞i=1 òàêèõ, ÷òî

Rd =
∞⋃
i=1

Ti ,

Int(Ti ) ∩ Int(Tj) = ∅.

Ti íàçûâàþòñÿ òàéëàìè ðàçáèåíèÿ.
Ýêâèâàëåíòíûå òåðìèíû � ìîçàèêà, ïàðêåò, çàìîùåíèå.
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Ðàçáèåíèÿ

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáîé òàéë, ñ òî÷íîñòüþ äî
äâèæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
{T1, . . . , Tm}. Åãî ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ ïðîòîòàéëàìè.
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Îòíîøåíèå ñîñåäñòâà � áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼ íà ìíîæåñòâå
òàéëîâ ðàçáèåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Ñèììåòðè÷íîñòü: T1 ∼ T2 ⇐⇒ T2 ∼ T1

Êîíå÷íîñòü: ÷èñëî ñîñåäåé ëþáîãî òàéëà îãðàíè÷åíî
àáñîëþòíîé êîíñòàíòîé

Ñâÿçíîñòü: äëÿ ëþáûõ äâóõ òàéëîâ ñóùåñòâóåò
ñâÿçûâàþùàÿ èõ öåïü

Êðèñòàëëîãðàôè÷íîñòü: äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà g
ðàçáèåíèÿ T1 ∼ T2 ⇐⇒ g(T1) ∼ g(T2).
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Ïðèìåðû äëÿ d = 2

Òàéëû èìåþò îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû íåíóëåâîé äëèíû

Òàéëû èìåþò îáùóþ òî÷êó

Òàéëû èìåþò îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû äëèíû ≥ ε
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Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîãðóæåííûé â Rd

ãðàô.
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Ïðè ýòîì îòðåçêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â íîâûõ òî÷êàõ, íå
ÿâëþùèõñÿ âåðøèíàìè ãðàôà.
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Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ è ôîðìà ðîñòà

X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàéëîâ (çàòðàâêà).

d(x ,X ) = min{d(x , y) : y ∈ X}.

Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ:

eqn(X ) = {y : d(y ,X ) = n}.

Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
èíäóêòèâíî:

eq0(X ) = X

eqn(X ) � ìíîæåñòâî òàéëîâ, ñîñåäíèõ ñ òàéëàìè èç
eqn−1(X ) è íå ïðèíàäëåæàùèõ eqk(X ) ñ 0 ≤ k < n.
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Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

γ = lim
n→∞

eqn(X )− x

n
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ôîðìîé ðîñòà ðàçáèåíèÿ/ãðàôà. Çäåñü
äåëåíèå íà n îçíà÷àåò ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòîì 1

n .

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ôîðìà ðîñòà ñóùåñòâóåò, òî îíà íå çàâèñèò îò âûáîðà
çàòðàâêè X .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ è ôîðìà ðîñòà

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

γ = lim
n→∞

eqn(X )− x

n
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ôîðìîé ðîñòà ðàçáèåíèÿ/ãðàôà. Çäåñü
äåëåíèå íà n îçíà÷àåò ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòîì 1

n .

Óòâåðæäåíèå

Åñëè ôîðìà ðîñòà ñóùåñòâóåò, òî îíà íå çàâèñèò îò âûáîðà
çàòðàâêè X .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ è ôîðìà ðîñòà

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå îêðóæåíèÿ è ôîðìà ðîñòà

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x � òàéë/âåðøèíà. n-îå
êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî

en(x) = ♯eqn(x).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

td(x) = lim
n→∞

∑n
k=1 ek(x)

nd
.

Óòâåðæäåíèå

Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò, òî îíà íå çàâèñèò
îò âûáîðà x .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x � òàéë/âåðøèíà. n-îå
êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî

en(x) = ♯eqn(x).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

td(x) = lim
n→∞

∑n
k=1 ek(x)

nd
.

Óòâåðæäåíèå

Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò, òî îíà íå çàâèñèò
îò âûáîðà x .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: x � òàéë/âåðøèíà. n-îå
êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî

en(x) = ♯eqn(x).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

td(x) = lim
n→∞

∑n
k=1 ek(x)

nd
.

Óòâåðæäåíèå

Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò, òî îíà íå çàâèñèò
îò âûáîðà x .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

Ðàçáèåíèå/ãðàô â Rd íàçûâàåòñÿ ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêèì,
åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó L,
èçîìîðôíóþ Zd è ÷èñëî îðáèò êîíå÷íî.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G ôîðìà ðîñòà
ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûé ìíîãîãðàííèê polG .

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x
eqn(x) ñîäåðæèòñÿ â C -îêðåñòíîñòè ìíîãîãðàííèêà x + n · polG .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

Ðàçáèåíèå/ãðàô â Rd íàçûâàåòñÿ ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêèì,
åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó L,
èçîìîðôíóþ Zd è ÷èñëî îðáèò êîíå÷íî.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G ôîðìà ðîñòà
ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûé ìíîãîãðàííèê polG .

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x
eqn(x) ñîäåðæèòñÿ â C -îêðåñòíîñòè ìíîãîãðàííèêà x + n · polG .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

Ðàçáèåíèå/ãðàô â Rd íàçûâàåòñÿ ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêèì,
åñëè åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîäåðæèò ïîäãðóïïó L,
èçîìîðôíóþ Zd è ÷èñëî îðáèò êîíå÷íî.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G ôîðìà ðîñòà
ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íûé ìíîãîãðàííèê polG .

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x
eqn(x) ñîäåðæèòñÿ â C -îêðåñòíîñòè ìíîãîãðàííèêà x + n · polG .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

G � ïåðèîäè÷åñêèé ãðàô â Rd , L � d-ìåðíàÿ ðåøåòêà ïåðèîäîâ.
Öåïü Γ íàçûâàåòñÿ ëó÷îì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

öåïü ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé

íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû öåïè ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ
ðåøåòêè L

íèêàêàÿ äðóãàÿ ïàðà âåðøèí öåïè íå ñðàâíèìà ïî ìîäóëþ
ðåøåòêè L.

Òåîðåìà

Ïóñòü PolG � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ âèäà 1
d(Γ)

−→
Γ , ãäå Γ

ïðîáåãàåò âñå ëó÷è. Òîãäà polG � ãðàíèöà PolG .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

G � ïåðèîäè÷åñêèé ãðàô â Rd , L � d-ìåðíàÿ ðåøåòêà ïåðèîäîâ.
Öåïü Γ íàçûâàåòñÿ ëó÷îì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

öåïü ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé

íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû öåïè ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ
ðåøåòêè L

íèêàêàÿ äðóãàÿ ïàðà âåðøèí öåïè íå ñðàâíèìà ïî ìîäóëþ
ðåøåòêè L.

Òåîðåìà

Ïóñòü PolG � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ âèäà 1
d(Γ)

−→
Γ , ãäå Γ

ïðîáåãàåò âñå ëó÷è. Òîãäà polG � ãðàíèöà PolG .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé: ôîðìà ðîñòà

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü

Òåîðåìà (Nakamura - Sakamoto - Mase - Nakagawa, 2021)

Äëÿ ëþáîãî ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G â Rd

ñóùåñòâóþò ÷èñëà n0 è K , à òàêæå ìíîãî÷ëåíû
P0(x), . . . ,PK−1(x) ñòåïåíè d − 1 òàêèå, ÷òî ïðè n > n0 è n ≡ i
(mod K ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en(x) = Pi (n).

Òåîðåìà

td = Z
vold(PolG )

| det L|
,

ãäå Z � ÷èñëî âåðøèí, ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè
ïåðèîäîâ L.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è òîïîëîãè÷åñêàÿ

ïëîòíîñòü

Òåîðåìà (Nakamura - Sakamoto - Mase - Nakagawa, 2021)

Äëÿ ëþáîãî ïîëíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G â Rd

ñóùåñòâóþò ÷èñëà n0 è K , à òàêæå ìíîãî÷ëåíû
P0(x), . . . ,PK−1(x) ñòåïåíè d − 1 òàêèå, ÷òî ïðè n > n0 è n ≡ i
(mod K ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

en(x) = Pi (n).

Òåîðåìà

td = Z
vold(PolG )

| det L|
,

ãäå Z � ÷èñëî âåðøèí, ðàçëè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè
ïåðèîäîâ L. À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Òåîðåìà

Âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé d-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê
pol ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì ðîñòà íåêîòîðîãî ïîëíîìåðíî
ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Q-ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè åãî
ðåáåð ðàâíà d .

Ñëåäñòâèå

Ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé ðîñòà òîëüêî ïðè
m = 4, 6. Ñðåäè ïðàâèëüíûõ ìíîãîðàííèêîâ ôîðìàìè ðîñòà
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êóá è îêòàýäð.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Òåîðåìà

Âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé d-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê
pol ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì ðîñòà íåêîòîðîãî ïîëíîìåðíî
ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Q-ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè åãî
ðåáåð ðàâíà d .

Ñëåäñòâèå

Ïðàâèëüíûé m-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé ðîñòà òîëüêî ïðè
m = 4, 6. Ñðåäè ïðàâèëüíûõ ìíîãîðàííèêîâ ôîðìàìè ðîñòà
ÿâëÿþòñÿ òîëüêî êóá è îêòàýäð.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô

Ìíîæåñòâî âåðøèí � ðåøåòêà Z2. Âåðòèêàëüíûå è
ãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà åñòü âñåãäà, äèàãîíàëü åñòü ñ
âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0; 1).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô

Ìíîæåñòâî âåðøèí � ðåøåòêà Z2. Âåðòèêàëüíûå è
ãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà åñòü âñåãäà, äèàãîíàëü åñòü ñ
âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0; 1).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèé ñëó÷àéíûé ãðàô

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ãðàôû

l = (l1, l2) ∈ Z2 � íåêîòîðûé âåêòîð.
Ìíîæåñòâî âåðøèí � ðåøåòêà Z2. Âåðòèêàëüíûå è
ãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà åñòü âñåãäà, â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè
ðåøåòêè lZ äèàãîíàëü åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0; 1), äàëåå
äèàãîíàëè ðàññòàâëÿþòñÿ ïî ïåðèîäè÷íîñòè.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ãðàôû

Ãèïîòåçà

C âåðîÿòíîñòüþ 1 ôîðìà ðîñòà ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê.
×èñëî ñòîðîí ðàâíî 2|l1 − l2|+ 6 ïðè l1l2 > 0 è 2|l1 − l2|+ 4 ïðè
l1l2 ≤ 0.

Òåîðåìà

Ãèïîòåçà âåðíà ïðè |l1 − l2| ≤ 1 , l = (1,−1), l = (0, 2).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïëîñêèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ãðàôû

Ãèïîòåçà

C âåðîÿòíîñòüþ 1 ôîðìà ðîñòà ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé ìíîãîóãîëüíèê.
×èñëî ñòîðîí ðàâíî 2|l1 − l2|+ 6 ïðè l1l2 > 0 è 2|l1 − l2|+ 4 ïðè
l1l2 ≤ 0.

Òåîðåìà

Ãèïîòåçà âåðíà ïðè |l1 − l2| ≤ 1 , l = (1,−1), l = (0, 2).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ìîäåëüíûå ìíîæåñòâà

Rd � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà A � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
L � ïîäãðóïïà â Rd ⊕ A äëÿ êîòîðîé ôàêòîð Rd ⊕ A/L
êîìïàêòåí.
Ïðîåêöèè π1 : Rd ⊕ A → R è π2 : Rd ⊕ A → A òàêèå, ÷òî îáðàç
L âñþäó ïëîòåí.
Ïîäìíîæåñòâî W ⊂ A, íàçûâàåìîå îêíîì.
Ìîäåëüíîå ìíîæåñòâî

ΛW = {π1(x) : x ∈ L, π2(x) ∈ W }.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû: ðàçáèåíèå Ôèáîíà÷÷è

Ôèçè÷åñêîå è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî: R. L = Z2.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû: ðàçáèåíèå Àììàííà-Áèíêåðà

Ôèçè÷åñêîå è ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî: R2 = C, L = Z4.
ζ8 = eπi/4,

π1((h, j , k, l)) = h + jζ8 + kζ28 + lζ38 ,

π2((h, j , k, l)) = h + jζ38 + kζ68 + lζ8.

Îêíî � ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû: ðàçáèåíèå Ïåíðîóçà

Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî: R2 = C. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî:
C⊕ C5. L = Z4. ζ5 = e2πi/5,

π1((h, j , k, l)) = h + jζ5 + kζ25 + lζ35 ,

π2((h, j , k, l)) = (h + jζ25 + kζ45 + lζ5, (h + j + k + l) mod 5).

Îêíî W =
⋃4

i=0(Ωi , i), ãäå Ω0 = {0}, Ω1 = P , Ω2 = τP ,
Ω3 = −τP , Ω4 = −P . P � ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè 1, ζ5, ζ

2
5 , ζ

3
5 , ζ

4
5 .

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû: ðàçáèåíèå Ïåíðîóçà

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Multigrid ðàçáèåíèÿ

g1, . . . , gN � N åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â Rd .
γ1, . . . , γN � äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

LN = {x ∈ Rd : (x , gi )− γi ∈ Z}

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Multigrid ðàçáèåíèÿ

Multigrid íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè â íåì òî÷êè, â êîòîðîé
ïåðåñåêàåòñÿ áîëåå d ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ki (x) = min{n ∈ Z : n ≥ (x , gi )− γi}

K (x) =
N∑
i=1

Ki (x)gi

K ïîñòîÿííî íà òàéëàõ LN , Λ � îáðàç ìíîæåñòâà òàéëîâ LN ïîä
äåéñòâèåì K .
Λ � ìíîæåñòâî âåðøèí multigrid ðàçáèåíèÿ. Äâå âåðøèíû
vi , vj ∈ Λ ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
vi − vj = ±gk .
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Multigrid ðàçáèåíèÿ
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôîðìû ðîñòà
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôîðìû ðîñòà

Òåîðåìà

Ôîðìû ðîñòà ãðàôà è ðàçáèåíèÿ Ïåíðîóçà ñóùåñòâóþò. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé
äåñÿòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè Re2πik/10, 0 ≤ k ≤ 9 è
R = i(τ−1 sin 2π

5 + τ−2 sin π
5 ).

Òåîðåìà

Ôîðìà ðîñòà ãðàôà Àììàííà-Áèíêåðà ñóùåñòâóåò è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé
âîñüìèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè Reπik/4, 0 ≤ k ≤ 7 è
R = 2(

√
2− 1).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôîðìû ðîñòà

Òåîðåìà

Ôîðìû ðîñòà ãðàôà è ðàçáèåíèÿ Ïåíðîóçà ñóùåñòâóþò. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé
äåñÿòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè Re2πik/10, 0 ≤ k ≤ 9 è
R = i(τ−1 sin 2π

5 + τ−2 sin π
5 ).

Òåîðåìà

Ôîðìà ðîñòà ãðàôà Àììàííà-Áèíêåðà ñóùåñòâóåò è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé
âîñüìèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè Reπik/4, 0 ≤ k ≤ 7 è
R = 2(

√
2− 1).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôîðìû ðîñòà

Òåîðåìà

Â ñëó÷àå ãðàôîâ Ïåíðîóçà è Àììàííà-Áèíêåðà, eqn(x) ëåæèò â
C -îêðåñòíîñòè ìíîãîóãîëüíèêà x + n · pol , ãäå C � çàâèñèò îò x ,
íî íå îò n.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ôîðìû ðîñòà: multigrid ðàçáèåíèÿ

e1, . . . , eN � ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
ON � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ±ei
π1 : RN → Rd : π1((t1, . . . , tN)) =

∑N
i=1 tigi

π2 : RN → RN−d � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà (Nd)-ìåðíóþ
ïëîñêîñòü π1(t) = 0.
P � ïëîñêîñòü π2(t) = 0.

Òåîðåìà

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî multigrid ðàçáèåíèÿ ôîðìà ðîñòà
ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò γi è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé ìíîãîãðàííèê, ÿâëÿþùèéñÿ
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà π1(ON ∩ P).

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû

d = 2
gi = (cos π(i−1)

N , sin π(i−1)
N ).

pol � ïðàâèëüíûé 2N-óãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü
ðàäèóñà N

2 tg π
2N .

Òðåõìåðíîå ðàçáèåíèå Àììàííà ñ èêîñàýäðàëüíîé ñèììåòðèåé
d = 3, N = 6
gi = ( 2√

5
cos 2π(i−1)

5 , 2√
5
sin 2π(i−1)

5 , 1√
5
), i = 1, . . . , 5,

g6 = (0, 0, 1).

pol � èêîñîäîäåêàýäð, âïèñàííûé â ñôåðó ðàäèóñà
√

5− 2
√
5.
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Ïðèìåðû

d = 2
gi = (cos π(i−1)

N , sin π(i−1)
N ).

pol � ïðàâèëüíûé 2N-óãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü
ðàäèóñà N

2 tg π
2N .

Òðåõìåðíîå ðàçáèåíèå Àììàííà ñ èêîñàýäðàëüíîé ñèììåòðèåé
d = 3, N = 6
gi = ( 2√

5
cos 2π(i−1)

5 , 2√
5
sin 2π(i−1)

5 , 1√
5
), i = 1, . . . , 5,

g6 = (0, 0, 1).

pol � èêîñîäîäåêàýäð, âïèñàííûé â ñôåðó ðàäèóñà
√

5− 2
√
5.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ΛW . Ïóñòü A = Rd ′
è

π : Rd+d ′ → Rd+d ′
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì π(x) = (π1(x), π2(x)).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôîðìà ðîñòà γ ãðàôà G ñóùåñòâóåò. Òîãäà åãî
òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé âåðøèíû è ðàâíà
vold (γ)vold′ (W )

| det L detπ| .

Òåîðåìà

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ãðàôà Àììàííà-Áèíêåðà ðàâíà
8− 4

√
2.

À.Â. Øóòîâ Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î êîîðäèíàöèîííûõ îêðóæåíèÿõ



Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ΛW . Ïóñòü A = Rd ′
è

π : Rd+d ′ → Rd+d ′
çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì π(x) = (π1(x), π2(x)).

Òåîðåìà

Ïóñòü ôîðìà ðîñòà γ ãðàôà G ñóùåñòâóåò. Òîãäà åãî
òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ñóùåñòâóåò, íå çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëüíîé âåðøèíû è ðàâíà
vold (γ)vold′ (W )

| det L detπ| .

Òåîðåìà

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ãðàôà Àììàííà-Áèíêåðà ðàâíà
8− 4

√
2.
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

Òåîðåìà

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ãðàôà Ïåíðîóçà ðàâíà 25
4τ2

.
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ÷èñëà

Òåîðåìà

Äëÿ êîîðäèíàöèîííûõ ÷èñåë ãðàôà Àììàííà-Áèíêåðà
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

en(0) = 8C

({√
2

2
(n − 1

2
)

})
n + O(log n),

ãäå

C (x) =


4
√
2− 5, x ∈ [0,

√
2
4 )

7
√
2−8
2 − (2

√
2− 2)x , x ∈ [

√
2
4 , 1−

√
2
4 )

4−3
√
2

2 + (2
√
2− 2)x , x ∈ [1−

√
2
4 , 2− 3

√
2

4 )

4
√
2− 5, x ∈ [2− 3

√
2

4 , 1)
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Îñíîâíûå îáúåêòû

Ïåðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé

Ãðàôû ñ ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîñòè

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû

Êîîðäèíàöèîííûå ÷èñëà

Òåîðåìà

Äëÿ êîîðäèíàöèîííûõ ÷èñåë ãðàôà Ïåíðîóçà ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

en(0) = C (n)n + O(log n),

ãäå

C (n) =


10τ−2 + 5

2τ
−1, n ≡ 0 (mod 2), {n−1

2 τ−2} ∈ [0, τ−1)
10τ−2, n ≡ 0 (mod 2), {n−1

2 τ−2} ∈ [τ−1, 1)
10τ−2 + 25

2 τ
−3, n ≡ 1 (mod 2), {n−2

2 τ−2} ∈ [0, τ−3)
10− 5τ−3{n−2

2 τ−2}, n ≡ 1 (mod 2), {n−2
2 τ−2} ∈ [τ−3, τ−1)

10− 10τ−4 + 5τ−3{n−2
2 τ−2}, n ≡ 1 (mod 2), {n−2

2 τ−2} ∈ [τ−1, 1)
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