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Основные результаты

Конструктивное доказательство существования механизмов, которые позволяют строить:
1) минимальную параметрическую сеть в евклидовом пространстве размерности d≥2,
2) кратчайшую сеть на плоскости в евклидовом пространстве,
3) кратчайшую сеть в манхэттенском пространстве размерности d≥2.
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Примеры
шарнирных механизмов
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Классические
шарнирные механизмы
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•Укреплённый параллелограмм
•Укреплённый антипараллелограмм
•Шарнирный треугольник
•Суммматор Кемпе
•Инверсор Поселье
•...

Другие примеры классических 
шарнирных механизмов



Вспомогательные
шарнирные механизмы
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Движение точек из пространства размерности 
n по подпространству размерности n-k (n≥3, 1
≤k<n)

n=3, k=1
      Трёхмерный механизм, двигающий набор точек по плоскости
n=3, k=2
      Трёхмерный механизм, двигающий набор точек по прямой
k=n-2
      n-мерный механизм, двигающий набор точек по плоскости
k=n-1
      n-мерный механизм, двигающий набор точек по прямой
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Основной результат 

часть I 



Теорема 1
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Кратчайшие сети



Сети Штейнера



Кратчайшие сети на евклидовой 
плоскости



Деревья Штейнера



Сеть Г типа G — локально-минимальная, если G — дерево Штейнера 
и углы между любыми смежными рёбрами равны 120º

Локально-минимальная сеть 



Рассмотрим множество сетей Г имеющих тип G и одинаковую 
границу ГW и выберем кратчайшую. Обозначим её Г₀W(G)

Г₀W(G)дерево G
граница ГW



Г₀W(G) может не быть локально-минимальным

Г₀W(G)
дерево G
граница ГW



локально-минимальные 
деревья

кратчайшее не кратчайшее



Кратчайшая сеть

Кратчайшая сеть Г₀, соединяющая множество M на евклидовой плоскости имеет локально 
минимальную структуру.

Будем искать кратчайшую сеть, перебирать всевозможные деревья штейнера GW

с границей, содержащей #M точек и для каждого такого дерева рассмотрим всевозможные 
сети имеющие тип GW, отображающие границу на M.



Классический алгоритм Мелзака

Алгоритм Мелзака проверяет для данного граничного отображения Г   и дерева Штейнера G, 
будет ли сеть Г₀  (G) локально минимальной, и если да, то строит положения внутренних 
вершин.
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Обратный ход



В обратном  ходе алгоритма Мелзака возможны ошибки, в результате которых он останавливается.  
Причины:
          • Г₀W(G) — не локально минимально, 
          • есть неоднозначность, в какую сторону строить правильный треугольник во время прямого хода.

Суть ошибок в том, что отрезок GH может не пересечь меньшую дугу AB.



Модифицированный алгоритм 
Мелзака



Вспомогательные механизмы



Правильный треугольник с 
заданной стороной



Правильный треугольник с 
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Построение отрезка равного 
минимальному из двух данных



Другие вспомогательные 
механизмы и предварительные 
результаты

•Пересечение прямых
•Параллельный перенос отрезка в пространстве
•Построение узлов решётки Ханана
•Построение отрезка равного длине сети
•Поиск кратчайшей сети из заданного набора
 



Основной результат 

часть II



Предложение 1.
Для любого натурального n существует плоский шарнирный механизма, который для любого дерева 
Штейнера GW, #W=n, и любого граничного отображения ГW, для которого существует некоторый 
круг радиуса r, который содержит образы вершин, существует шарнирный механизм, который 
строит наборы положений внутренних вершин всевозможных сетей, полученные в результате работы 
модифицированного алгоритма Мелзака.



Предложение 2
(построение отрезка, равного длине сети)

Для любого графа G=(V,E) существует шарнирный механизм L, множество шарниров которого 
содержит V и множество положений шарниров V — всевозможные сети, для которых существует круг 
радиуса r, который содержит образы вершин. 
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Предложение 3
(выбор кратчайшей сети)

L=((V,E),l) — произвольный механизм. В множестве его 
шарниров выделены подсножества Vi, и заданы графы 
Gi=(Vi,Ei). L—трёхмерный, положения шарниров Vi — 
в плоскости z=0.
Этот механизм можно расширить так, чтобы 
в получившемся механизме L’ множество положений 
шарниров  V не изменится, а также в L содержатся наборы 
шарниров Vi’, положения которых отличаются от положений 
шарниров Vi cоответственно, параллельным переносом 
вдоль оси oz на вектор пропорциональный длине сети X,
а кратчайшие из сетей всегда лежат в плоскости z=0.
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Теорема 2

Для любого n существует трёхмерный шарнирный механизм, который строит набор 
кратчайших сетей для границы из n точек.



Кратчайшие сети 
в манхеттенском пространстве



Решётка Ханана
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Решётка Ханана



Решётка Ханана



Теорема 2

Для любого n существует шарнирный механизм, который строит набор кратчайших сетей в 
манхэттенском пространстве для границы из n точек.



1 Для граничного набора точек строим узлы решётка Ханана
2. Рассматрим всевозможные сети, вершины которых лежат в узлах решётки Ханана 
3. Для каждой сети построим отрезок, равный её длине
4. Построим отрезок равный минимальному из всех построенный на предыдущем шаге
5. Параллельно перенесём все отрезки вдоль оси z на вектор, пропорциональный 
длине отрезка, так, чтобы кратчайший отрезок остался в плолоскости z=0. 
6. Перенесём вершины каждой из сетей на соответствующий вектор
7. В результате получим, что для каждого положения граничных вершин в плоскости z=0 
лежат вершины кратчайшей сети, соединяющей рассматриваемое граничное 
множество
 

План построения
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