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Ââåäåíèå.

Â ÌÄÒÒ òåëà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî èõ ïîâåäåíèþ ïðè äåéñòâèè íàãðó-
çîê. Â ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ íàãðóçîê ê òåëó â í¼ì ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî âîçíèêàþò
äåôîðìàöèè. Äàëåå ñî âðåìåíåì ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè.

1. Ñî âðåìåíåì ñ òåëîì íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. Òî åñòü, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ðàâíûìè òåì, êîòîðûå âîçíèêëè â òåëå â ìîìåíò ïðèëîæåíèÿ
íàãðóçîê.

Åñëè íàãðóçêè íåáîëüøèå è òåëî âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå ïîñëå
èõ ñíÿòèÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåëî íàõîäèòñÿ â óïðóãîì ñîñòîÿíèè.

Çàêîí ñâÿçè íàïðÿæåíèé ñ äåôîðìàöèÿìè ìîæåò áûòü ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì.
Åñëè ýòîò çàêîí ëèíåéíûé, òî òåëî íàõîäèòñÿ â ëèíåéíî óïðóãîì ñîñòîÿíèè. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå òåëà íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíî óïðóãèì. Íåêîòîðûå ìàòåðèàëû ñ
ñàìîãî íà÷àëà íàãðóæåíèÿ ìîãóò âåñòè ñåáÿ íåëèíåéíûì îáðàçîì è îñòàþòñÿ ïðè ýòîì
óïðóãèìè ìàòåðèàëàìè. Ó äðóãèõ ìàòåðèàëîâ íåëèíåéíîñòü ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ òîëü-
êî ïðè äîñòèæåíèè íàïðÿæåíèé â òåëå íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ, íàçûâàåìîãî ïðåäåëîì ëèíåéíîñòè, èëè ïðåäåëîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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Ïðè áîëüøèõ íàãðóçêàõ â òåëå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, êîòîðûå
íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ôèêñàöèè íàãðóçîê. Ïðè÷¼ì, ïîñëå ñíÿòèÿ íà-
ãðóçîê, äåôîðìàöèè ëèáî îñòàþòñÿ â ïðåäåëàõ äîñòèãíóòûõ çíà÷åíèé, ëèáî ÷àñòè÷íî
ñíèìàþòñÿ. Îñòàòî÷íûå äåôîðìàöèè ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçîê íàçûâàþòñÿ ïëà-
ñòè÷åñêèìè äåôîðìàöèÿìè, ëèáî óïðóãîïëàñòè÷åñêèìè, åñëè ÷àñòü äåôîð-
ìàöèé ïðîïàäàåò. Ñîñòîÿíèå òåëà íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïëàñòè÷åñêèì,
ëèáî óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèì.

2. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íàãðóçêàõ â òåëå,
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, âîçíèêàþò ëèáî óïðóãèå, ëèáî óïðóãîïëàñòè÷åñêèå äåôîðìà-
öèè. Äàëåå ñî âðåìåíåì äåôîðìàöèè ìîãóò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûìè, ëèáî îíè ðàñòóò.
Åñëè ñî âðåìåíåì äåôîðìàöèè ðàñòóò, òî òåëî íàõîäèòñÿ íàõîäèòñÿ â âÿçêî-
óïðóãîì, ëèáî âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèì ñîñòîÿíèè.

Ñêîðîñòü ðîñòà äåôîðìàöèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. Äàëåå
ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè.

1 Ïîëçó÷åñòü è ðåëàêñàöèÿ.

1.1 Ïîëçó÷åñòü.

Ïîëçó÷åñòü � ýòî ïðîöåññ èçìåíåíèÿ äåôîðìàöèè âî âðåìåíè ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ íàãðóçêàõ.

Ïðîöåññ ïîëçó÷åñòè ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà îãðàíè÷åííóþ è íåîãðàíè÷åííóþ ïîëçó÷åñòü.
Îãðàíè÷åííàÿ ïîëçó÷åñòü � ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà äåôîðìàöèÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìå-
íè íå ïðåâûøàÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé. Ïðè íåîãðàíè÷åííîé ïîëçó÷åñòè äåôîðìàöèè
ðàñòóò íåîãðàíè÷åííî.

Çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè îò âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì èëè æå äèàãðàììîé ïîë-
çó÷åñòè. Õàðàêòåð äèàãðàììû ïîëçó÷åñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïðèëîæåí-
íîé ê îáðàçöó íàãðóçêè σ = P/S. Ó ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ ñóùåñòâóåò, òàê íàçûâàåìûé,
ïðåäåë äëèòåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ σÏÄÑ, ïîñëå êîòîðîãî äåôîðìàöèÿ â îáðàçöå ðàñò¼ò
íåîãðàíè÷åííî, âïëîòü äî ðàçðóøåíèÿ (ðèñ. 1à)).

à) Ãðàôèêè ïîëçó÷åñòè á) Íàñëåäñòâåííàÿ ïîëçó÷åñòü

Ðèñ. 1: Ïîëçó÷åñòü ïðè íàãðóçêå è ðàçãðóçêå.

Ó ìåòàëëîâ ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ÏÄÑ îòñóòñòâóåò è îáðàçåö ïðè ïîëçó÷åñòè
âñåãäà ðàçðóøàåòñÿ, äàæå ïðè ìàëûõ σ. Ïðè ñíÿòèè íàãðóçêè, äåôîðìàöèÿ ñêà÷êîì
óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó óïðóãîé äåôîðìàöèè, à ïîòîì ñî âðåìåíåì óìåíüøàåòñÿ ëèáî
äî íóëÿ, ëèáî äî íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ (ðèñ. 1á)). Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ
íàñëåäñòâåííàÿ ïîëçó÷åñòü.
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1.2 Ðåëàêñàöèÿ.

Ñóòü ïðîöåññà ðåëàêñàöèè âûÿñíÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå íà ðàñòÿæåíèå îáðàçöà. Ïóñòü
îáðàçåö ðàñòÿíóò ïðèíóäèòåëüíî è ïîëó÷èë äåôîðìàöèþ ε∗ = (l − l0)/l0.

Áóäåì äåðæàòü ïîñòîÿííîé ýòó äåôîðìàöèþ è ñëåäèòü çà íàïðÿæåíèåì â îáðàç-
öå. Åñëè ìàòåðèàë òàêîé, ÷òî ïðè ýòîì óäëèíåíèè îáðàçåö ïîëó÷èë òîëüêî óïðóãóþ,
èëè æå óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íàïðÿæåíèÿ â í¼ì
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî åñòü íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.

Ðèñ. 2: Ãðàôèê ðåëàêñàöèè

Â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå íàïðÿæåíèÿ ñî âðå-
ìåíåì áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè óáûâàòü, ëèáî äî
íóëÿ øòðèõîâàÿ êðèâàÿ íà (ðèñ. 2), ëèáî äî íåêî-
òîðîãî ïðåäåëà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìãíîâåííîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äå-
ôîðìàöèè � ñïëîøíàÿ êðèâàÿ íà (ðèñ. 2).

1.3 Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.

×òîáû ïîñòðîèòü òåîðèþ âÿçêîóïðóãîñòè íóæíû òàêèå îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ, êîòîðûå âêëþ÷àëè áû âðåìÿ, ïðîøåäøåå ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íà-
ãðóçêè ê òåëó.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé:

1. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, êîãäà çàêîíû ïðÿìîé è îáðàòíîé ñâÿçè òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé σ˜ ñ òåíçîðîì äåôîðìàöèé ε˜ çàïèñûâàþòñÿ èç íåêîòîðûõ ñîîáðàæåíèé

σ˜ = f(t, ε˜, ε̇˜, T, . . .) , ε˜ = f(t, σ˜ , σ̇˜ , T, . . .) (1.1)

2. Ìåõàíèñòè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ è èõ êîìáèíàöèÿõ.

Ïðè ëþáîì ïîäõîäå î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî ó÷èòûâàòü óïðóãîñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè!

1.4 Ìåõàíèñòè÷åñêèé ïîäõîä.

Â ìåõàíèñòè÷åñêîì ïîäõîäå îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðóæèíà è ïîðøåíü
[1, ñòð. 37-46].

Â ïðóæèíå óäëèíåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ñèëå (ðèñ. 3).
Ðèñ. 3: Óïðóãèé ýëåìåíò

δu = k1P ⇒ εU =
σU

E
(1.2)

Ïîðøåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âÿçêèé ýëåìåíò, â êîòî-

Ðèñ. 4: Âÿçêèé ýëåìåíò

ðîì ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî óäëèíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
ïðèëîæåííîé ñèëå (ðèñ. 4)

dδu

dt
= k2P ⇒ ε̇V =

σV

η
(1.3)
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1.4.1 Ìîäåëü Ìàêñâåëëà.

Ìîäåëü Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûå ïðóæèíó è
ïîðøåíü (ðèñ. 5)

σU = σV = σ , δ = δU + δV ⇒ ε̇ = ε̇U + ε̇V (1.4)

Èëè

Ðèñ. 5: Ìîäåëü Ìàêñâåëëà

ε̇ =
1

E
σ̇ +

1

η
σ (1.5)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ε(t) =
σ

E
+

t∫
0

1

η
σ(τ )dτ (1.6)

Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä:

σ(t) = Eε(t) −
E2

η

t∫
0

e−E
η

(t−τ)ε(τ )dτ (1.7)

Òåïåðü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.6) è (1.7) ìîäåëè Ìàêñâåëëà,
ðàññìîòðèì ïðîöåññû ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè.

à) Íåîãðàíè÷åííàÿ ïîëçó÷åñòü á) Ðåëàêñàöèÿ â ìîäåëè Ìàêñâåëëà

Ðèñ. 6: Ïîëçó÷åñòü è ðåëàêñàöèÿ â ìîäåëè Ìàêñâåëëà.

Ïîëçó÷åñòü: σ = σ∗ = const.

ε(t) =
σ∗

E
+

σ∗

η
t (1.8)

Ïîëó÷àåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîëçó÷åñòü ïî ëèíåéíîìó çàêîíó ðèñ. 6à).
Ðåëàêñàöèÿ: ε = ε∗ = const.

Èç (1.7) ïîëó÷àåì:

σ(t) = Eε∗ e−
E
η
t (1.9)
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Ãðàôèê óáûâàíèÿ (ðåëàêñàöèè) íàïðÿæåíèÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè èçîáðàæåí íà ðèñóíêå
6á). Íà ýòîì ãðàôèêå åñòü èíòåðåñíûé ìîìåíò âðåìåíè t∗ = η

E
, ïðè êîòîðîì íàïðÿæåíèå

ïàäàåò äî çíà÷åíèÿ σ(t∗) = σ∗

e
= σ∗

2.718
. Ìîìåíò âðåìåíè t∗ ïðèíÿòî íàçûâàòü âðåìåíåì

ðåëàêñàöèè.
Ôîðìóëû (1.6) è (1.7) ìîæíî çàïèñàòü â èíîé ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé äåëàòü îáîáùåíèÿ

íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé

ε(t) =

t∫
0

K(t − τ )σ(τ )dτ , K(t − τ ) =
1

E
δ(t − τ ) +

1

η
h(t − τ ) , (1.10)

ãäå K(t − τ ) � ÿäðî ïîëçó÷åñòè, δ(t − τ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, h(t − τ) �
ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [2, ñòð. 55].

σ(t) =

t∫
0

Γ(t−τ ) ε(τ )dτ , Γ(t−τ ) = Eδ(t−τ )− E2

η
e−E

η
(t−τ) h(t−τ ). (1.11)

Çäåñü Γ(t − τ ) � ÿäðî ðåëàêñàöèè.

1.4.2 Ìîäåëü Ôîéõòà.

Ìîäåëü Ôîéõòà, â îòëè÷èå îò ìîäåëè Ìàêñâåëëà, ñîñòàâëåíà èç ïàðàëëåëüíûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ � ïðóæèíû è ïîðøíÿ. ×àñòî òàêóþ ìîäåëü íàçûâàþò ýëå-
ìåíòîì Ôîéõòà.

Ìîäåëü Ôîéõòà óñòðîåíà òàê, ÷òîáû äåôîðìàöèè â ýëå-

Ðèñ. 7: Ìîäåëü Ôîéõòà

ìåíòàõ áûëè áû îäèíàêîâû εU = εV = ε, à íàïðÿæåíèÿ
ñêëàäûâàþòñÿ σ = σU + σV . Òîãäà

σ(t) = Eε(t) + ηε̇(t) (1.12)

Îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä:

ε(t) =
1

η

t∫
0

e−E
η

(t−τ) σ(τ )dτ (1.13)

Ïðîöåññ ïîëçó÷åñòè σ = σ∗ = const. ïî ýòîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëîé

ε(t) =
σ∗

E

(
1 + e−

E
η
t
)

(1.14)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü Ôîéõòà îïèñûâàåò îãðàíè÷åííóþ ïîëçó÷åñòü.
Ðàññìîòðèì äàëåå ðåëàêñàöèþ ïî ìîäåëè Ôîéõòà. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.12)

ε = const. ⇒ ε̇ = 0 ⇒ σ = Eε∗ (1.15)

Âûâîä: ìîäåëü Ôîéõòà íå îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ.
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1.4.3 Ìîäåëü Êåëüâèíà.

Ìîäåëü Êåëüâèíà ñîñòàâëåíà ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñî÷åòàíèÿ ïðóæèíû ñ æåñò-
êîñòüþ (ìîäóëåì Þíãà) E1 è ýëåìåíòà Êåëüâèíà, â êîòîðîì óïðóãèé ýëåìåíò îáëàäàåò
æåñòêîñòüþ E2 (ðèñ. 8).

Îáùàÿ äåôîðìàöèÿ ìîäåëè Êåëüâèíà ðàâíà ñóììå äåôîðìàöèè ïðóæèíû ñ æåñòêî-
ñòüþ E1 ñ äåôîðìàöèåé îò ýëåìåíòà Ôîéõòà (1.13) ε(t) = ε

(1)
U (t) + εΦ(t)

ε(t) =
σ(t)

E1

− 1

η

t∫
0

e−
E2
η

(t−τ) σ(τ)dτ ,

ε(t) =

t∫
0

K(t− τ)σ(τ)dτ , K(t− τ) =
δ(t− τ)

E1

+
1

η
e−

E2
η

(t−τ)

(1.16)

Ðèñ. 8: Ñõåìà ìîäåëè Êåëüâèíà

Îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè Êåëüâèíà èìå-
þò âèä:

σ(t) = E1ε(t)−
E2

1

η

t∫
0

e−
E1+E2

η
(t−τ) ε(τ)dτ ,

σ(t) =

t∫
0

Γ(t− τ)ε(τ)dτ , (1.17)

Γ(t− τ) = E1δ(t− τ)− E2
1

η
e−

E1+E2
η

(t−τ)

Cîãëàñíî ôîðìóëå (1.12) σ = E2εΦ + ηε̇Φ .

Êðîìå ýòîãî, ε
(1)
U = σ/E1 è ε = ε

(1)
U + εΦ . Èç ýòèõ òð¼õ ôîðìóë èñêëþ÷àÿ äå-

ôîðìàöèè ε
(1)
U è εΦ, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü ñâÿçûâàþùèå (σ, σ̇) c

(ε, ε̇) [3, ñòð. 56] (
1 +

E2

E1

)
σ −

η

E1

σ̇ = E2ε + ηε̇ (1.18)

Ìîäåëü Êåëüâèíà îïèñûâàåò îãðàíè÷åííóþ ïîëçó÷åñòü è ðåëàêñàöèþ. Áîëåå ïîäðîá-
íîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè Êåëüâèíà äàíî â êíèãå Þ.Í. Ðàáîòíîâà [3, ñòð. 111-113], à
òàêæå â ðàáîòàõ À.Þ. Èøëèíñêîãî è À.Ð. Ðæàíèöûíà, öèòèðîâàííûõ Þ.Í. Ðàáîòíî-
âûì.

1.5 Îáîáùåíèå îäíîìåðíûõ ìîäåëåé âÿçêîóïðóãîñòè.

Áîëåå ñëîæíûå òèïû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ñòðîèòü êîìáèíèðóÿ â ðàç-
ëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿõ óïðóãèå è âÿçêèå ýëåìåíòû ñ ìîäåëÿìè Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà. Â
ëþáîì ñëó÷àå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òèïà
(1.18).
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1.5.1 Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âÿçêîóïðó-
ãîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå â äèôôåðåíöèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ âÿçêîóïðóãîñòè
â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà áóäóò ñòîÿòü äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû íåêîòîðîãî ïîðÿä-
êà îò íàïðÿæåíèÿ, à ñ ïðàâîé ñòîðîíû äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìû äðóãîãî ïîðÿäêà
îò äåôîðìàöèè [4, ñòð. 114], òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ

n∑
i=0

ai
diσ

dti
=

m∑
j=0

bj
djσ

dtj
(1.19)

2 Èíòåãðàëüíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåé-

íîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.

2.1 Ñèíãóëÿðíûå è ðåãóëÿðíûå ÿäðà ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè.

Ðåàëüíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ â âèäå (1.19) ïðîáëåìàòè÷íî. Íà ïðèìåðå ìî-
äåëåé Ìàêñâåëëà è Êåëüâèíà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ ýòèõ ìîäåëåé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé, à
òàêæå â âèäå ýêâèâàëåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëîé (1.4),
à èíòåãðàëüíûå � ôîðìóëàìè (1.10) è (1.11). Äèôôåðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìîäåëè
Êåëüâèíà èìååò âèä (1.18), à èíòåãðàëüíûå � (1.16) è (1.17) òî åñòü, çàïèñûâàþòñÿ â
âèäå òàêèõ æå èíòåãðàëîâ, òîëüêî ÿäðà ó íèõ äðóãèå.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèé âèä îäíîìåðíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé òåî-
ðèè âÿçêîóïðóãîñòè äà¼òñÿ ñëåäóþùèìè èíòåãðàëüíûìè ôîðìóëàìè:

ε(t) =

t∫
0

K(t, τ )σ(τ )dτ , σ(t) =

t∫
0

Γ(t, τ )ε(τ )dτ , (2.1)

ãäå K(t, τ) � ÿäðî ïîëçó÷åñòè, à Γ(t, τ) � ÿäðî ðåëàêñàöèè. Ýòè ÿäðà íàõîäÿòñÿ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî.

2.2 Ñòàðåþùèå è íåñòàðåþùèå âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû.

Ïîíÿòèå ñòàðåþùèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ÿäðà ïîëçó÷åñòè è ðåëàê-
ñàöèè ó ñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿäðà çàâèñÿò
îò äâóõ âðåìåííûõ ïåðåìåííûõ.

Åñëè ìàòåðèàë íå ñòàðååò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÍÄÑ ìàòåðèàëà ïðè íàãðóæåíèè íå
çàâèñèò îò íà÷àëà îòñ÷¼òà âðåìåíè, òî åñòü ε(t) = ε(t − tN) è σ(t) = σ(t − tN).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé ôîðìóëîé (2.1)

ε(t− tN) =

t−tN∫
0

K(t− tN, τ)σ(τ)dτ , (2.2)

íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñëåäñòâèå ðàâåíñòâ ε(t) = ε(t − tN) è σ(t) = σ(t − tN)

ε(t− tN) =

t∫
0

K(t, τ)σ(τ − tN)dτ (2.3)
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Ðèñ. 9: Íåçàâèñèìîñòü äåôîðìàöèè îò ñäâèãà âðåìåíè

Â ôîðìóëå (2.2) â èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó τ = ϑ− tN, òîãäà

ε(t− tN) =

t∫
−tN

K(t− tN, ϑ− tN)σ(ϑ− tN)d(ϑ− tN) =

t∫
−tN

K(t− tN, τ − tN)σ(τ)dτ =

=

t∫
0

K(t− tN, τ − tN)σ(τ)dτ (2.4)

Ñðàâíèâàÿ ðàâåíñòâà (2.3) è (2.4), ïîëó÷àåì

K(t− tN, τ − tN) = K(t, τ) , (2.5)

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ tN ! Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè

K(t, τ ) = K(t − τ ) (2.6)

Ó íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ ÿäðà çàâèñÿò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ. Ïîýòîìó
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïðèíèìàþò âèä:

ε(t) =

t∫
0

K(t − τ )σ(τ )dτ , σ(t) =

t∫
0

Γ(t − τ )ε(τ )dτ (2.7)

2.3 Ñèíãóëÿðíîñòü ÿäåð ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè.

Äëÿ ó÷åòà ìãíîâåííîé óïðóãîñòè ÿäðà äîëæíû ñîñòîÿòü èç ñóììû ñèíãóëÿðíîé è
ðåãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùèõ.

K(t, τ ) =
δ(t − τ )

E
+ K̃(t, τ ) , Γ(t, τ ) = Eδ(t − τ ) − Γ̃(t, τ ) , (2.8)

Ïðè ýòîì, â èíòåãðàëüíûõ ôîðìóëàõ (2.1) íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîíèìàåòñÿ êàê 0−, òî åñòü, âìåñòî ôîðìóë (2.1)íà ñàìîì äåëå íàäî áûëî áû
íàïèñàòü

ε(t) = lim
α→0

t∫
0−α

K(t, τ)σ(τ)dτ , σ(t) = lim
α→0

t∫
0−α

Γ(t, τ)ε(τ)dτ , (2.9)
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Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ïîäñòàíîâêå (2.8) â ôîðìóëû (2.1), ïîëó÷àåì

ε(t) =
σ(t)

E
+

t∫
0−

K̃(t, τ )σ(τ )dτ , σ(t) = Eε(t) −
t∫

0−

Γ̃(t, τ )ε(τ )dτ (2.10)

2.4 Çàâèñèìîñòè ìåæäó ÿäðàìè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè .

Åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ äëÿ ε ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ σ, òî äîëæíû
ïîëó÷èòü òîæäåñòâî

ε(t) =

t∫
0

K(t, τ)

[ τ∫
0

Γ(τ, τ1)ε(τ1)dτ1

]
dτ

?
=

t∫
0

[ t∫
τ1

K(t, τ)Γ(τ, τ1)dτ

]
ε(τ1)dτ1 = ε(t).

ε(t) ñëåâà áóäåò ñîâïàäàòü ñ ε(t) ñïðàâà, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ÿäðà ïîëçó÷åñòè è ðå-
ëàêñàöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ

t∫
τ1

K(t, τ )Γ(τ, τ1)dτ = δ(t − τ1) (2.11)

Òîëüêî òîãäà
t∫

0−

δ(t− τ1)ε(τ1)dτ1 = ε(t)

Ñâÿçü ìåæäó ðåãóëÿðíûìè ÿäðàìè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â
(2.11) ïîäñòàâèòü çàâèñèìîñòè (2.8). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

t∫
τ1

K̃(t, τ )Γ̃(τ, τ1)dτ +
1

E
Γ̃(t, τ1) = EK̃(t, τ1) (2.12)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî ðåãóëÿðíîå ÿäðî ïîëçó÷åñòè, òî ðåãóëÿðíîå
ÿäðî ðåëàêñàöèè íàõîäèòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.12), êîòîðîå ðå-
øàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. ßäðî ðåëàêñàöèè ìîæíî
òàêæå ïîëó÷èòü è ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ñðàâíèâàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëü-
òàòû ñ òåîðåòè÷åñêèìè ìîæíî ïðîâåðèòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè [1, ñòð.
25].

2.5 Çàïèñü Áîëüöìàíà (èíòåãðàëû Ñòèëüòüåñà). Ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðå-
ëàêñàöèè.

Çàïèøåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.10) â äðóãîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

Π(t, τ) = −
t∫

0

K̃(t, τ)dτ , K̃(t, τ) = −∂Π(t, τ)

∂τ
, Π(t, t) = const. =

1

E
,

R(t, τ) =

t∫
0

Γ̃(t, τ)dτ , Γ̃(t, τ) =
∂R(t, τ)

∂τ
, R(t, t) = const. = E

(2.13)
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C ó÷åòîì òîãî, ÷òî σ(0−) = 0 è ε(0−) = 0, ïîëó÷àåì èç ôîðìóë äðóãóþ çàïèñü
ñîîòíîøåíèé (2.10), âïåðâûå ïîëó÷åííóþ Áîëüöìàíîì

ε(t) =

t∫
0−

Π(t, τ )dσ(τ ) , σ(t) =

t∫
0−

R(t, τ )dε(τ ) , (2.14)

ãäå Π(t, τ ) � ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè, à R(t, τ ) � ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè. Â ñëó÷àå
íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ ôîðìóëû (2.11) ïðèíèìàþò âèä:

ε(t) =

t∫
0−

Π(t − τ )dσ(τ ) , σ(t) =

t∫
0−

R(t − τ )dε(τ ) . (2.15)

Èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (2.14), (2.15) íàçû-
âàþòñÿ èíòåãðàëàìè Ñòèëüòüåñà [5, ñòð. 298-295].

2.6 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè.

Ôîðìóëû (2.15) îäíîìåðíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ
ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ïîëçó-
÷åñòè è ðåëàêñàöèè.

1. Ýêñïåðèìåíò íà ïîëçó÷åñòü. Â îïûòå íà ïîëçó÷åñòü ê îáðàçöó ìãíîâåííî ïðè-
êëàäûâàåòñÿ íàïðÿæåíèå σ(t) = σ∗h(t), ãäå h(t) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Â
ýòîì ñëó÷àå èç ïåðâîé ôîðìóëû (2.12) èìååì:

ε(t) =

t∫
0−

Π(t− τ)σ∗δ(τ)dτ = σ∗Π(t) ⇒ Π(t) =
εý(t)

σ∗
, t > 0 (2.16)

Çäåñü εý(t) � èçìåðåííàÿ â ýêñïåðèìåíòå ïðîäîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ.
Â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà çàäà¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæå-

íèÿ (íàãðóçêè) σ∗
1 < σ∗

1, . . . , < σ∗
n.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ïðè ìàëûõ íàãðóçêàõ ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè íå çàâèñèò
îò âåëè÷èíû, ïðèëîæåííîé íàãðóçêè (îò σ∗), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëÿ-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíû. Åñëè æå ïðè íåêîòîðîì σ∗

i > σ∗
max ôóíêöèÿ

ïîëçó÷åñòè ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìîé îò íàïðÿæåíèÿ σ∗
i , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äîñòèãíóòî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè (íàïðÿæåíèÿ σ∗), ïîñëå êîòîðîé
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè.

2. Ýêñïåðèìåíò íà ðåëàêñàöèþ. Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå ê îáðàçöó ìãíîâåííî ïðè-
êëàäûâàåòñÿ äåôîðìàöèÿ ε(t) = ε∗h(t) è îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèå âñåãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî òî÷íî èçìåðÿòü è ôèêñèðîâàòü
âåëè÷èíó íàïðÿæåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Èç âòîðîé ôîðìóëû (2.15) ïîëó÷àåì:

σ(t) =

t∫
0−

R(t− τ)ε∗δ(τ)dτ = ε∗R(t) ⇒ R(t) =
σý(t)

ε∗
, t > 0 (2.17)

Çäåñü σý(t) � èçìåðåííîå â ýêñïåðèìåíòå íàïðÿæåíèå â îáðàçöå.
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Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïðè ìàëûõ çàäàííûõ äåôîðìàöèÿõ ε∗ ôóíêöèÿ ðåëàê-
ñàöèè íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ε∗, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ ëèíåéíû. Åñëè æå ïðè íåêîòîðîì ε∗i > ε∗max ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè
ñòàíîâèòñÿ çàâèñèìîé îò äåôîðìàöèè ε∗i , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòèãíóòî
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå äåôîðìàöèè ε∗max, ïîñëå êîòîðîé îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè.

2.7 Êàê ïî çàäàííîé ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè?

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå
(2.12), ñâÿçûâàþùåå ðåãóëÿðíîå ÿäðî ïîëçó÷åñòè ñ ðåãóëÿðíûì ÿäðîì ðåëàêñàöèè ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå:

t∫
0

K̃(t− τ)Γ̃(τ)dτ +
1

E
Γ̃(t) = EK̃(t) (2.18)

Ñîãëàñíî (2.10)

K̃(t− τ) = −∂Π(t− τ)

∂τ
=

∂Π(t− τ)

∂t
≡ Π̇(t− τ) ⇒ K̃(t) =

dΠ(t)

dt
≡ Π̇(t)

Èòàê, ðåãóëÿðíîå ÿäðî ïîëçó÷åñòè K̃(t) çàäàíî ëèáî àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî. ßäðî ðåëàêñàöèè íàõîäèòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.18), êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà Âîëüòåððà [6, ñòð. 77]. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðåëàêñàöèè, ñîîòâåòñòâåííî è ÿäðà ðåëàêñàöèè,
áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå, âî âòîðîé ÷àñòè ëåêöèè.

2.8 Âëèÿíèå òåìïåðàòóðû. Òåìïåðàòóðíî-âðåìåííàÿ àíàëîãèÿ.

Èç ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ íàä îáðàçöàìè èç âÿêîóïðóãèõ ìà-
òåðèàëîâ ñëåäóåò, ÷òî ïîëçó÷åñòü è ðåëàêñàöèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû
T , ïðè êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ èñïûòàíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòó-
ðû ìãíîâåííûå óïðóãèå ñâîéñòâà ñëàáî ðåàãèðóþò íà òåìïåðàòóðó. Îñíîâíîå âëèÿíèå
òåìïåðàòóðà îêàçûâàåò íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè. Òàêèì îáðàçîì, â îá-
ùåì ñëó÷àå ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, íî è îò
òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ òîæå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì

Π = Π(t, T (t)) , R = R(t, T (t)), (2.19)

Ïîýòîìó, íàïðèìåð, çàêîí ïîëçó÷åñòè (2.15) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ε(t) =

t∫
0−

Π(t− τ, T )dσ(τ) (2.20)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå óêàçûâàþò íà òî, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ïîëèìåðíûõ ìàòåðè-
àëîâ â îïðåäåë¼ííîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð ôóíêöèþ ïîëçó÷åñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå [7, ñòð. 126]

Π(t, T (t)) = Π(t′) , t′ =

t∫
0

1

a(T (ξ))
dξ = f(t) , (2.21)
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ãäå t′ � íîâîå ïðèâåäåííîå âðåìÿ, à a(T ) ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû, îïðåäåëÿåìàÿ èç ýêñ-
ïåðèìåíòîâ íà ïîëçó÷åñòü ïðè ðàçíûõ òåìïåðàòóðàõ [1, 8]. Òàêèå ìàòåðèàëû ïðèíÿòî
íàçûâàòü òåðìîðåîëîãè÷åñêè ïðîñòûìè ìàòåðèàëàìè [9, ñòð. 136].

Â íîâîé ïåðåìåííîé âìåñòî (2.20) ïîëó÷àåì:

ε(t) =

t∫
0−

Π(t′ − τ ′)dσ(τ) , τ ′ =

τ∫
0

1

a(T (ξ))
dξ = f(τ) (2.22)

Ìåæäó t è t′, à òàêæå ìåæäó τ è τ ′ èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî
åñòü

t =

t′∫
0

a(T (ξ))dξ = f−1(t′) , τ =

τ ′∫
0

a(T (ξ))dξ = f−1(τ ′) , (2.23)

ñëåäîâàòåëüíî, ε è σ ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèÿìè t′ è òîãäà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(2.15) ìîæíî çàïèñàòü â íîâîì ìàñøòàáå âðåìåíè òî÷íî â òàêîì æå âèäå, êàê â ñòàðîì,
òîëüêî âðåìÿ t çàìåíÿåòñÿ íà ïðèâåäåííîå âðåìÿ t′:

ε(t′) =

t′∫
0−

Π(t′ − τ ′)dσ(τ ′) , σ(t′) =

t′∫
0−

R(t′ − τ ′)dε(τ ′) . (2.24)

Èëè

ε(t′) =
σ(t′)

E
+

t′∫
0−

K̃(t′ − τ ′)σ(τ ′)dτ ′ , σ(t′) = Eε(t′)−
t′∫

0−

Γ̃(t′ − τ ′)ε(τ ′)dτ ′ (2.25)

Ïðèíöèï, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ïðèâåäåííîãî âðåìåíè íàçûâàþò "òåì-
ïåðàòóðíî-âðåìåííîé àíàëîãèåé". Îí áûë ïðåäëîæåí ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ
âðåìåíè èñïûòàíèé ïðè îïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèê ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñà-
öèè âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.
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