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Ââåäåíèå.

Â ïåðâîé ÷àñòè áûëè ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ëèíåéíûõ îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Ðàññìîòðåíû îäíîìåðíûå
ñëó÷àè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò äàâàòü ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó îäíîìåðíûõ
çàäà÷ è ðàçâèâàòü ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ îäíî-
ìåðíîãî ïîäõîäà ñïåöèàëüíî ñòðîèëèñü òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî îáîáùèòü íà òð¼õ-
ìåðíûé ñëó÷àé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ëåêöèè ïî âÿçêîóïðóãîñòè öåëèêîì ïîñâÿùåíà òð¼õìåðíûì çàäà÷àì.

1 Îáîáùåíèå ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé íà òð¼õìåðíûé ñëó-

÷àé.

1.1 Îáùèé âèä îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ íåîäíîðîäíîãî àíèçîòðîï-
íîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà.

Ïîâåäåíèå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïðè ñëîæíîì íàïðÿæåííî äåôîðìèðî-
âàííîì ñîñòîÿíèè õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðîì äåôîðìàöèé ε˜ è òåíçîðîì íàïðÿæåíèé σ˜ .
Ýòè ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà â ñëó÷àå ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âÿçêî-
óïðóãîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Îñíîâûâàÿñü
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íà ðåçóëüòàòàõ ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè, çàïèøåì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òð¼õìåðíîé
òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â ïðåäñòàâëåíèè Áîëüöìàíà

σij(x, t) =

t∫
0

Rijkl(x, t, τ)dτεkl(x, τ) , εij(x, t) =

t∫
0

Πijkl(x, t, τ)dτσkl(x, τ) , (1.1)

ãäå x(x1, x2, x3) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íåîäíîðîäíîãî òåëà èç
âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, σij è εij � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé,
Rijkl è Πijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ôóíêöèé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè. Èíòåãðèðîâà-
íèå ïî ÷àñòÿì â ôîðìóëàõ (1.1) äà¼ò äðóãóþ, ýêâèâàëåíòíóþ, çàïèñü îïðåäåëÿþùèõ
ñîîòíîøåíèé

σij(x, t) = Cijkl(x)εkl(x, t)−
t∫

0−

Γ̃ijkl(x, t, τ)εkl(x, τ)dτ ,

Cijmn(x) = Rijkl(x, t, t) , Γ̃ijkl(x, t, τ) =
∂Rijkl(x, t, τ)

∂τ
,

εij(x, t) = Jijkl(x)σkl(x, t) +

t∫
0−

K̃ijkl(x, t, τ)σkl(x, τ)dτ ,

Jijmn(x) = Rijkl(x, t, t) , K̃ijkl(x, t, τ) = −∂Πijkl(x, t, τ)

∂τ
.

(1.2)

Çäåñü Cijkl è Jijkl � êîìïîíåíòû âçàèìíîîáðàòíûõ òåíçîðîâ ìãíîâåííûõ ìîäóëåé

óïðóãîñòè è ïîäàòëèâîñòè, à K̃ijkl è Γ̃ijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ðåãóëÿðíûõ ÿäåð ïîë-
çó÷åñòè è ðåëàêñàöèè. Ýòè òåíçîðû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

Cijmn(x)Jmnkl(x) = Jijmn(x)Cmnkl(x) = ∆ijkl =
1

2

(
δikδjl + δilδjk

)
,

t∫
0

K̃ijmn(x, t, τ)Γ̃mnkl(x, τ, τ1)dτ + Jijmn(x)Γ̃mnkl(x, t, τ1) = Cijmn(x)K̃mnkl(x, t, τ1) .
(1.3)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåñòàðåþùèå ìàòåðèàëû.

1.2 Ñëó÷àé èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà.

Ïðåäñòàâèì íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â âèäå ñóììû äåâèàòîðîâ è øàðîâûõ ÷àñòåé

εij = eij +
1

3
εδij , σij = sij + σδij , (1.4)

ãäå ε = εii = ε11+ε22+ε33 � îáú¼ìíàÿ äåôîðìàöèÿ (äèëàòàöèÿ), σ = σii/3 = (σ11+σ22+
ε33)/3 � ñðåäíåå îáú¼ìíîå íàïðÿæåíèå (â æèäêîñòè ñðåäíåå íàïðÿæåíèå ñ îáðàòíûì
çíàêîì íàçûâàåòñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì).

Â óïðóãîì èçîòðîïíîì òåëå íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè ïî îáîáùåííîìó
çàêîíó Ãóêà

σij = (λδijδkl + 2µ∆ijkl)εkl = λδijε+ 2µεij ⇒

sij + σδij = λδijε+ 2µ(eij +
1

3
εδij) = 2µeij +

(
λ+

2

3
µ
)
ε ⇒

sij = 2µeij = 2Geij , σ =
(
λ+

2

3
µ
)
ε = Kε ,

(1.5)
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ãäå µ ≡ G � ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà, à K = λ + 2
3
µ � ìîäóëü îáú-

¼ìíîãî ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ)1. Òàêèì îáðàçîì, â óïðóãîì òåëå îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ íåçàâèñèìûõ âçàèìíîîáðàòíûõ
ñîîòíîøåíèé sij ∼ eij è σ ∼ ε.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â èçîòðîïíîì âÿçêîóïðóãîì ñëó÷àå, òî åñòü
âìåñòî (1.1) ìîæíî íàïèñàòü

sij(x, t) =

t∫
0

R(x, t− τ)dτeij(x, τ) , σ(x, t) =

t∫
0

R1(x, t− τ)dτε(x, τ) ,

eij(x, t) =

t∫
0

Π(x, t− τ)dτsij(x, τ) , ε(x, t) =

t∫
0

Π1(x, t− τ)dτσ(x, τ) ,

(1.6)

ãäå R(x, t− τ) è R1(x, t− τ) � ôóíêöèè ñäâèãîâîé è îáú¼ìíîé ðåëàêñàöèè, à Π(x, t− τ)
è Π1(x, t− τ) � ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè ñäâèãîâîé è îáú¼ìíîé ïîëçó÷åñòè.

Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ôîðìóëàì (1.2), èìåþò âèä:

sij(x, t) = 2G(x)εij(x, t)−
t∫

0

Γ̃(x, t− τ)εij(x, τ)dτ ,

σ(x, t) = K(x)ε(x, t)−
t∫

0

Γ̃1(x, t− τ)ε(x, τ)dτ ,

εij(x, t) =
1

2G(x)
σij(x, t) +

t∫
0

K̃(x, t− τ)σij(x, τ)dτ ,

ε(x, t) =
1

K(x)
σ(x, t) +

t∫
0

K̃(x, t− τ)σ(x, τ)dτ .

(1.7)

1.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà (Ë-Ê).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà [1, ñòð. 88]. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíÿ-
åòñÿ ê ôóíêöèÿì, îïðåäåë¼ííûì íà ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå [0,∞)

f ∗(p) =

∞∫
0

e−ptf(t)dt ≡ L(f) (1.8)

Ôóíêöèÿ f ∗(p) íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì, à ôóíêöèÿ f(t) � îðèãèíàëîì. Àðãóìåíò
p ìîæåò áûòü êàê äåéñòâèòåëüíûì, òàê è êîìïëåêñíûì.

Îðèãèíàë äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1.) f(t) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ t ∈ [0,∞) ,êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ;
2.) |f(t)| < mes0t ïðè t → ∞, m > 0, s0 > 0 � ïîêàçàòåëü ðîñòà f(t).

1Â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèè ïî âÿçêîóïðóãîñòè áóêâîé K îáîçíà÷àëîñü ÿäðî ïîëçó÷åñòè. Çäåñü æå K
� ïðèíÿòîå âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ îáîçíà÷åíèå îáú¼ìíîãî ìîäóëÿ. Êàê ïðàâèëî, ýòî íå ïðèâîäèò ê
ïóòàíèöå.
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Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëèíà

f(t) =
1

2πi

κ−i∞∫
κ−i∞

ept

p
dp . (1.9)

Èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ñ àáöèññîé κ.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà�Êàðñîíà:

1.)L
( t∫
0−

f(t− τ)dg(τ)
)
= f ∗(p)g∗(p) , if g(0−) = 0 ,

2.)L
( t∫
0−

f(t− τ)g(τ)dτ
)
=

1

p
f ∗(p)g∗(p) ,

3.)L
(
ḟ(t)

)
= p

(
f ∗(p)− f(0)

)
, L

(
f̈(t)

)
= p

[(
f ∗(p)− f(0)− ḟ(0)

)
Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî ñâîéñòâà ïðèâåäåíî â [1, ñòð. 88]2

1.4 Ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè â
ôîðìå Áîëüöìàíà äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû .

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà ê ñîîòíîøåíèÿì (1.6)

s∗ij(x, p) = R∗(x, p)e∗ij(x, p) , σ∗(x, p) = R∗
1(x, p)ε

∗(x, p) ,

e∗ij(x, t) = Π∗(x, p)s∗ij(x, p) , ε∗(x, p) = Π∗
1(x, p)σ

∗(x, p)
(1.10)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.10) âûòåêàåò ñâÿçü ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè ÿäåð ðåëàêñàöèè è
ïîëçó÷åñòè

R∗(x, p)Π∗(x, p) = 1 , R∗
1(x, p)Π

∗
1(x, p) = 1 (1.11)

2Ñ÷èòàåì, ÷òî f(0−) = 0 è g(0−) = 0, òîãäà

ψ∗(p) = p

∞∫
0−

e−pt

[ t∫
0−

f(t− τ)dg(τ)

]
dt = p

∞∫
0−

[ ∞∫
τ

e−ptf(t− τ)dt

]
dg(τ) =

=

∞∫
0−

e−pτ

[
p

∞∫
τ

e−p(t−τ)f(t− τ)dt

]
dg(τ) =

∞∫
0−

e−pτ

[
p

∞∫
0−

e−p(t−τ)f(t− τ)dt

]
dg(τ) =

= f∗(p)

∞∫
0−

e−pτdg(τ) = f∗(p)

[
g(0−) + p

∞∫
0−

e−pτg(τ)dτ

]
= f∗(p)g∗(p).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãîãî òèïè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè âÿç-
êîóïðóãîñòè

ψ(t) =

t∫
0−

f(t− τ)g(τ)dτ ⇒ ψ∗(p) =
1

p
f∗(p)g∗(p)
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1.5 Àíàëîãèÿ ìåæäó èçîáðàæåíèÿìè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âÿçêî-
óïðóãîñòè è ñîîòíîøåíèÿìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Ââåä¼ì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ

R∗ = 2G∗ ⇒ s∗ij = 2G∗e∗
ij ; R∗

1 = K∗ ⇒ σ∗ = K∗ε∗ (1.12)

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1.10) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ñîîòíîøåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, òîëüêî èçîáðàæåíèå ìîäóëÿ ñäâèãà è ìîäóëÿ îáú¼ì-

íîãî ñæàòèÿ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè , òîì ñìûñëå, ÷òî, ê ïðèìåðó, ïðîèçâåäåíèå
èçîáðàæåíèÿ 2G∗ íà èçîáðàæåíèå e∗ij åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà îò ñâ¼ðòêè,
òî åñòü îò èíòåãðàëà Ñòèëüòüåñà

2G∗e∗
ij = L

( t∫
0−

2G(t − τ )de(τ )

)
= L

( t∫
0−

R(t − τ )de(τ )

)

Â òåîðèè óïðóãîñòè âñå äðóãèå óïðóãèå êîýôôèöèåíòû, êàê òî ïàðàìåòðû Ëàìå
λ, µ, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν è ìîäóëü Þíãà E, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîäóëü ñäâèãà G
è ìîäóëü îáú¼ìíîãî ñæàòèÿK. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñîîòâåòñòâóþùèå èçîáðàæåíèÿ-îïåðàòîðû, êîòîðûå âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç èçîáðàæåíèÿ èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ G∗ è K∗, à çíà÷èò ÷åðåç R∗ è R∗

1 [1, ñòð.
89]

λ∗ = K∗ − 2

3
G∗ = R∗

1 −
R∗

3
, µ∗ = G∗ =

R∗

2
,

ν∗ =
3K∗ − 2G∗

6K∗ + 2G∗ =
3R∗

1 −R∗

6R∗
1 +R∗ , E∗ =

9K∗G∗

3K∗ +G∗ =
9R∗

1R
∗

6R∗
1 +R∗

(1.13)

Âìåñòî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν è îïåðàòîðà ν∗, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, óäîáíåå âû-
áðàòü äðóãîé êîýôôèöèåíò ω0 è åìó ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ω∗.

ω0 =
2G

3K
=

1 − 2ν

1 + ν
, ω∗ =

1

3
R∗Π∗

1 =
1 − 2ν∗

1 + ν∗
(1.14)

ν =
1 − ω0

2 + ω0

, ν∗ =
1 − ω∗

2 + ω∗
=

3

2

1

1 + 1
2
ω0

− 1 (1.15)

Îáðàòíûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó ω∗ îáîçíà÷èì π∗, òàê ÷òî

ω∗π∗ = 1 (1.16)

1.6 Ñëó÷àé ðàöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ óïðóãîé çàäà÷è îò êîýô-
ôèöèåíòà Ïóàññîíà. Îïåðàòîðû Èëüþøèíà.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [2], â îñíîâíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðó-
ãîñòè, ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà.3 Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè

3Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ åñòü îòíîøåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ êîíå÷íîé ñòåïåíè îò êîýôôèöèåíòà Ïóàñ-
ñîíà.
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è íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà
ω0.

Áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò óïðóãîãî ìàòåðèàëà ω0 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó îïåðà-
òîð ω∗ óäîáíû òåì, ÷òî ëþáóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò ω0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïîëèíîìà îò îò ω0 è êîíå÷íîé ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé. Ðàññìîòðèì íàèáî-
ëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êàêîé ëèáî çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè
ïîëó÷èëîñü âûðàæåíèå âèäà4

Φ(ω0) = Φ0 + Φ1ω0 + Φ−1ω
−1
0 +

n∑
i=1

Ψigβi
(ω0) , gβi

(ω0) ≡
1

1 + βiω0

(1.17)

Ôóíêöèÿ Φ(ω0) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè, íàïðÿæå-
íèÿ è äðóãèå ñêàëÿðíûå, âåêòîðíûå, òåíçîðíûå è äðóãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷è-
íû, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò óïðóãèå êîíñòàíòû ω0. Ôóíêöèè Φ−1, Φ0, Φ1, Ψi, . . .
çàâèñÿò îò çàäàííûõ íà ãðàíèöå ïåðåìåùåíèé è íàãðóçîê, à òàêæå îò êîîð-
äèíàò. Íî îíè íå çàâèñÿò îò ω0. Êîýôôèöèåíòû βi òàêæå íå çàâèñÿò îò ω0 è
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.

Ïåðåéä¼ì â âûðàæåíèè (1.17) ê èçîáðàæåíèÿì

Φ(ω∗) = Φ0 + Φ1ω
∗ + Φ−1π

∗ +
n∑

i=1

Ψig
∗
βi
, g∗βi

≡ 1

1 + βiω∗ (1.18)

Ïîñëå ýòîãî, ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ âÿçêîóïðóãîãî òåëà âûïèñûâà-
åòñÿ â âèäå ñâ¼ðòîê

Φ(t) = Φ0 +

t∫
0

ω(t− τ)dΦ1(τ) +

t∫
0

π(t− τ)dΦ−1(τ) +
n∑

i=1

t∫
0

gβi
(t− τ)dΨi(τ) (1.19)

Îïåðàòîðû g∗
β, ãäå β � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, ïîñòðîåíû íà îñíîâå îïåðà-

òîðà ω∗. Îíè áûëè ââåäåíû À.À. Èëüþøèíûì è íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè
Èëüþøèíà. Â ñëó÷àå óïðóãîãî èçìåíåíèÿ îáú¼ìà Àëåêñåé Àíòîíîâè÷ Èëüþ-
øèí ïðåäëîæèë íàõîäèòü ôóíêöèè gβ(t) èç ïðîñòûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ðå-
ëàêñàöèþ èëè ïîëçó÷åñòü îáðàçöà èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà, ê êîòîðîìó
ïàðàëëåëüíî èëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèñîåäèíåíà ïðóæèíà ñ æåñòêîñòüþ, çà-
âèñÿùåé îò ÷èñëà β. [3, ñòð. 163]

1.7 Ñëó÷àé ñëàáîé îáú¼ìíîé ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè (ïðàêòè÷åñêè óïðó-
ãàÿ îáú¼ìíàÿ äåôîðìàöèÿ).

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè îáú¼ìíîé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè ìîæíî ïîëîæèòü ïî-
ñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè (ïðèáëèçèòåëüíî) R1 = 1/Π1 = K = const., òîãäà, ñîãëàñíî
(1.14)

ω0 =
1− 2ν

1 + ν
=

2G

3K
⇒ ω(t) =

R(t)

3K
, π(t) =

1

ω(t)
=

3K

R(t)
= 3KΠ(t) (1.20)

Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèè ω(t) è π(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçðàçìåðíûå àíàëîãè
ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè. Ôóíêöèÿ gβ(t), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé
îðèãèíàë îïåðàòîðà À.À. Èëüþøèíà

g∗β =
1

1 + βω∗ =
3K

3K + βR∗ =
3KΠ∗

β + 3KΠ∗ , (1.21)

4Áîëåå îáùàÿ çàâèñèìîñòü îò ω0 ðàññìîòðåíà â êíèãå [1, ñòð. 208]
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íàõîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ìåòîäèêà ýêñïåðèìåíòà èçëàãàåòñÿ â ðàáîòàõ [3, ñòð. 83,
165], [1, ñòð. 111-112].

2 Ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè âÿçêî-

óïðóãîñòè.

Ïîñòàíîâêà ëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè ñîñòîèò èç óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ, îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñîîòíîøåíèé Êîøè, ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå îáùóþ äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó

2.1 Ïîñòàíîâêà äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.

Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ïåðå÷èñëåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñàìîãî îáùåãî ñëó÷àÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíîãî àíèçîòðîïíîãî íåñòàðåþùåãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà
îáú¼ìà V , îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ Σ

σij,j +Xi(x, t) = ϱ(x)üi , (2.1)

σij(x, t) =

t∫
0

Rijkl(x, t− τ)dτεkl(x, τ) , (2.2)

εij(x, t) = ∆ijkluk,l(x, t) =
1

2

(
ui,j + uj,i

)
, (2.3)

ui

∣∣
Σu

= φi(y, t) , σijnj|ΣP
= Pi(y, t) , y ∈ Σ = Σu ∪ ΣP , (2.4)

ui(x, 0) = fi(x) , u̇i(x, 0) = gi(x) (2.5)

Ïðèìåíèì êî âñåì óðàâíåíèÿì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà è ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèÿ (2.1)-(2.5) â èçîáðàæåíèÿõ

σ∗
ij,j(x, p) +X∗

i (x, p) = ϱ(x)p
[
p
(
u∗
i (x, p)− fi(x)

)
− gi(x)

]
, (2.6)

σ∗
ij(x, p) = R∗

ijkl(x, p)ε
∗
kl(x, p) , (2.7)

ε∗ij(x, p) = ∆ijklu
∗
k,l(x, p) =

1

2

(
u∗
i,j + u∗

j,i

)
, (2.8)

u∗
i

∣∣
Σu

= φ∗
i (y, p) , σ∗

ijnj|ΣP
= P ∗

i (y, p) , y ∈ Σ = Σu ∪ ΣP , (2.9)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêè âîøëè â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (2.6). Â èçîáðàæåíèÿõ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïîëó÷èëèñü óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êîòîðûõ âûÿâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (2.9).

2.2 Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè.

Ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à âÿçêîóïðóãîñòè ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî â èñõîäíûõ óðàâ-
íåíèÿõ äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ýôôåêòàìè. Ïðè ýòîì, âðåìÿ âñ¼
ðàâíî îñòà¼òñÿ. Ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, òîëüêî
ñêîðîñòü ýòèõ èçìåíåíèé ìàëà. Ïîýòîìó òàêóþ çàäà÷ó ñëåäîâàëî áû íàçâàòü êâàçèñòàòè-
÷åñêîé, íî â èçîáðàæåíèÿõ çàäà÷à ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷å òåîðèè
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óïðóãîñòè.

Óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè Óðàâíåíèÿ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè

σij,j +Xi(x, t) = 0 , σij = sij + σδij σij,j +Xi(x, t) = 0 , σij = sij + σδij

sij = 2G(x)eij , sij =

t∫
0

R(x, t− τ)deij(τ) ,

σ = K(x)ε , σ =

t∫
0

R1(x, t− τ)dε(τ)

ε = εii , eij = εij − ε δij/3 ε = εii , eij = εij − ε δij/3

εij =
(
ui,j + uj,i

)
/2 εij =

(
ui,j + uj,i

)
/2

ui

∣∣
Σ1

= φi(y, t) , σijnj

∣∣
Σ2

= qi(y, t) ui

∣∣
Σ1

= φi(y, t) , σijnj

∣∣
Σ2

= qi(y, t)

Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ñëåâà óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî èçîòðîï-
íîãî òåëà. Ñïðàâà � òàêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãîãî òåëà.

Çàïèøåì äàëåå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âÿçêîóïðóãîãî òåëà â èçîáðàæåíèÿõ

Óðàâíåíèÿ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè â èçîáðàæåíèÿõ

σ∗
ij,j +X∗

i (x) = 0 , σ∗
ij = s∗ij + σ∗δij

s∗ij = R∗(x)e∗ij ,

σ∗ = R∗
1(x)ε

∗

ε∗ = ε∗ii , e∗ij = ε∗ij − ε∗ δij/3

ε∗ij =
(
u∗
i,j + u∗

j,i

)
/2

u∗
i

∣∣
Σ1

= φ∗
i (y) , σ∗

ijnj

∣∣
Σ2

= q∗i (y)

Çäåñü âåëè÷èíû ñî çâåçäî÷êîé � èçîáðàæåíèÿ îðèãèíàëîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíåíî
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Êàðñîíà, ñëåäîâàòåëüíî âñå èçîáðàæåíèÿ çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðà p. Îäíàêî ýòà çàâèñèìîñòü âåçäå îïóùåíà ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ çàïèñè. Åñëè â ýòèõ
óðàâíåíèÿõ îáîçíà÷èòü R∗ = 2G∗ è R∗

1 = K∗, à ïîòîì îïóñòèòü çâåçäî÷êè òî ïîëó÷èì â
òî÷íîñòè óðàâíåíèÿ òåîðèè ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî òåëà.

2.3 Ìåòîä àïïðîêñèìàöèé À.À. Èëüþøèíà.

Îñíîâíûå òðóäíîñòè ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷ âÿçêîóïðóãîñòè ïî òî÷íûì
ðåøåíèÿì çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñîñòîÿò â îáðàùåíèè ðåøåíèÿ â èçîáðàæåíèÿõ, òî
åñòü, ê ïîëó÷åíèþ îðèãèíàëîâ ïî óïðóãîìó ðåøåíèþ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîáëåìà ïî-
ëó÷åíèÿ îðèãèíàëîâ ïî èçîáðàæåíèÿì ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè. Â 1968
ãîäó À.À. Èëüþøèí ðàçðàáîòàë è îïóáëèêîâàë ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïî-
äîáíûõ çàäà÷ (ñìîòðè [3, ñòð. 74]), íàçâàííûé èì ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèé. Îòìåòèì,
÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìåòîä àïïðîêñèìàöèé ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
âÿçêîóïðóãîñòè.

Â ìåòîäå àïïðîêñèìàöèé À.À. Èëüþøèíà ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî:

1. Ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè çàäàþòñÿ ëèáî àíàëèòè÷åñêè, ëèáî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè ãðàôèêàìè.
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2. Îáëàñòè çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè.

3. Èñêîìûå âåëè÷èíû òèïà ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé, èçãèáàþùèõ ìî-
ìåíòîâ, ìàêñèìàëüíûõ ïðîãèáîâ è ò.ï., ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè êî-
ýôôèöèåíòà Ïóàññîíà è ìîãóò áûòü çàïèñàíû èëè æå àïïðîêñèìèðîâàíû ôîðìó-
ëàìè òèïà (1.17).

Φ(ω0) = Φ0 + Φ1ω0 + Φ−1ω
−1
0 +

n∑
i=1

Ψigβi
(ω0) , gβi

(ω0) ≡
1

1 + βiω0

2.4 Çàäà÷à î áåñêîíå÷íîé âÿçêîóïðóãîé òðóáå ïîä äàâëåíèåì.

Ïóñòü pa(t) è pb(t) � âíóòðåííåå è âíåøíåå äàâëåíèÿ â áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé
òðóáå ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r = a è âíåøíèì r = b. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î
ïëîñêîì äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îäíî, è îíî èìååò âèä:

∂σrr

∂r
+

σrr − σϑϑ

r
= 0 (2.10)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäóþùèì:

σrr = A+
B

r2
, σϑϑ = A− B

r2
(2.11)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ýòîé çàäà÷å σrr(a) = −pa(t) , σrr(b) = −pb(t), èç êîòîðûõ íàõîäèì

A(t) =
a2b2

[
pb(t)− pa(t)]

b2 − a2
, B(t) =

a2pa(t)− b2pb(t)

b2 − a2
(2.12)

Îòñþäà è èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ðàäèàëüíîå è êîëüöåâîå íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò
îò óïðóãèõ êîíñòàíò. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íî òàêèå æå íàïðÿæåíèÿ σrr è σϑϑ

áóäóò è â âÿçêîóïðóãîé òðóáå.

σrr(t) = A(t) +
B(t)

r2
, σϑϑ(t) = A(t)− B(t)

r2
(2.13)

Â çàäà÷å î ïëîñêîé äåôîðìàöèè óïðóãîé òðóáû èìåþòñÿ åù¼ è ïðîäîëüíûå íàïðÿ-
æåíèÿ σzz

σzz(t) = −ν
(
σrr + σϑϑ

)
= −2νA(t) = −2

1− ω0

2 + ω0

A(t) = −
(

3
2
g1/2 − 1

)
A(t) , (2.14)

ãäå

g1/2 =
1

1 + 1
2
ω0

(2.15)

Ìèíóÿ çàïèñü â èçîáðàæåíèÿõ, ñðàçó ìîæíî çàïèñàòü çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ îò âðåìåíè â âÿçêîóïðóãîé òðóáå

σzz(t) = A(t)− 3

2

t∫
0

g1/2(t− τ)dA(τ) (2.16)
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Åñëè ìàòåðèàë òðóáû íå îáëàäàåò îáú¼ìíîé ðåëàêñàöèåé, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìóëàìè (1.20), ïîëó÷àåì

g1/2(t) =
1

1 + 1
2
ω(t)

=
1

1 + 1
6K

R(t)
≈ 1− 1

6K
R(t) , (2.17)

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ôîðìóëû (2.16) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

σzz(t) ≈ −1

2
A(t) +

1

6K

t∫
0

R(t− τ)dA(τ) (2.18)

Ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê òðóáû â óïðóãîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ur(r, t) =
κ − 1

4G
A(t)r +

B(t)

2Gr
(2.19)

ãäå

κ =
λ+ 3G

λ+G
= 3− 4ν = 7− 6g1/2 , � ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ.

κ =
5λ+ 6G

3λ+ 2G
=

3− ν

1 + ν
=

5

3
+

4

3
ω0 , � ïëîñêîå íàïð. ñîñòîÿíèå.

κ − 1

4G
=

1− g1/2
Kω0

=
1

2K
g1/2 =

1

2
Π1 g1/2 , � ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ. (2.20)

κ − 1

4G
=

5
3
+ 4

3
ω0 − 1

6Kω0

=
2 + π0

9K
=

1

9

(
2Π1 +Π1π0

)
, � ïëîñêîå íàïð. ñîñòîÿíèå. (2.21)

Ïðè îòñóòñòâèè îáú¼ìíîé ðåëàêñàöèè ïåðåõîä ê îðèãèíàëàì äîâîëüíî
ïðîñò

ur(r, t) =
r

2K

t∫
0

g1/2(t− τ)dA(τ) +
1

r

t∫
0

Π(t− τ)dB(τ) , � ïë. äåôîðìàöèÿ. (2.22)

ur(r, t) =
r

9K

t∫
0

[
2 + π(t− τ)

]
dA(τ) +

1

r

t∫
0

Π(t− τ)dB(τ) , � ïë. íàïð. ñîñò. (2.23)

Â îáùåì ñëó÷àå ââîäèì ïðîìåæóòî÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

Q1(t) =

t∫
0

Π1(t− τ)dg1/2(τ) , Q2(t) =

t∫
0

Π1(t− τ)dπ(τ) , (2.24)

òîãäà

ur(r, t) =
r

2

t∫
0

Q1(t− τ)dA(τ) +
1

r

t∫
0

Π(t− τ)dB(τ) , � ïë. äåôîðìàöèÿ. (2.25)

ur(r, t) =
r

9

t∫
0

Q2(t− τ)dA(τ) +
1

r

t∫
0

Π(t− τ)dB(τ) , � ïë. íàïð. ñîñòîÿíèå. (2.26)
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