
2 Ïîëíàÿ (èíäèâèäóàëüíàÿ) ïðîèçâîäíàÿ. Òåíçîðû. Êî-

âàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Òåìû ñåìèíàðà: Èíäèâèäóàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ëàãðàíæåâûõ è ýëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Óñêîðåíèå. Òåíçîðû. Òåíçîðíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ îò âåêòîðà. Ñèìâîëû
Êðèñòîôåëÿ.

Çàäà÷è:

1. Îïðåäåëèòå ïîëå óñêîðåíèé, åñëè ñðåäà èìååò ñëåäóþùåå ïîëå ñêîðîñòåé â ýéëåðîâîì
îïèñàíèè:

v1 = A(t)x2, v2 = B(t)x1, v3 = 0.

2. Ïóñòü â ïðåäûäóùåé çàäà÷å A = −B = ω = const. Âûïèñàòü ïîëå óñêîðåíèé â öèëèí-
äðè÷åñêîé ÑÊ.

Ðåøåíèå: Èçâåñòíî, â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò e1 = cosϕex + sinϕey, e2 =
−r sinϕex + r cosϕey, ez = ez.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå:
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Îòñþäà íàõîäèì íåíóëåâûå ñèìâîëû Êðèñòîôåëÿ:Γ2
12 = Γ2

21 = 1/r, Γ1
22 = −r.

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû âåêòîðà óñêîðåíèÿ:
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Òàê êàê ïðîèçâîäíûå îò êîìïîïíåíò ñêîðîñòè ïî âðåìåíè è ïî êîîðäèíàòàì íóëåâûå, òî
â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè îñòàíóòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ñèìâîëû Êðè-
ñòîôåëÿ, à èìåííî: i = 1, j = 2, k = 2, i = 2, j = 1, k = 2, i = 2, j = 2, k = 1, òî åñòü
îòëè÷íû îò íóëÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîìïîíåíòû óñêîðåíèé:

a1 = v2v2Γ1
22 = −ω2r a2 = v1v2Γ2

12 + v2v1Γ2
21 = 2

v1v2

r
= 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñâÿçü ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ñ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè äëÿ
öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî è êîðèîëèñîâà óñêîðåíèÿ.

Òî, ÷òî v2 èìååò ðàçìåðíîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè èíîãäà íå î÷åíü óäîáíî. Êàê ïðàâèëî,
ïîëüçóþòñÿ ò.í. ¾ôèçè÷åñêèìè¿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðîâ: ïðîåêöèÿìè âåêòîðà íà íà-
ïðàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ýòè ïðîåêöèè óæå èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû. Ïðè ýòîì
óæå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ
(∇jv

i), íî çàäà÷è ðåøàòü óäîáíåå. Äëÿ îñíîâíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ âåêòîðîâ, äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òåíçîðîâ
÷åðåç êîâàðèàíòíûå, êîíòðâàðèàíòíûå è ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû âûïèñàíû â ñïðàâî÷-
íèêàõ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå:

1. Ïðè äâèæåíèè ñðåäû, ïðîèñõîäÿùåì ñ ïîëåì ñêîðîñòè

vx = −ωy, vy = ωx, v3 = 0, ω = const,

â ïðîñòðàíñòâå ñîçäàåòñÿ (ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íè-
êîâ òåïëà) ïîëå òåìïåðàòóðû

T = T0 exp

(
− t
τ
− x2

a2
− y2

b2
− z2

c2

)
T0, τ, a, b, c = const.

Íàéäèòå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòèöå â ìîìåíò t = t0,
åñëè îíà íàõîäèòñÿ â ýòîò ìîìåíò â òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè x = a, y = b,
z = c.

2. Äâèæåíèå ñðåäû ïðîèñõîäèò ñ ïîëåì ñêîðîñòè

v1 = kx1, v2 = −kx2, v3 = 0, k = const

è ïîëåì ïëîòíîñòè
ρ = ρ0 + Ax2e

kt, ρ, A = const.

Íàéäèòå ñêîðîñòü èçìåíèÿ ïëîòíîñòè â êàæäîé ÷àñòèöå.

3. Âûïèøèòå âûðàæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé.
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