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Çàî÷íàÿ øêîëà-îëèìïèàäà ïî ìåõàíèêå, 3-é òóð

Îäíîé èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óìåíèå äå-
ëàòü ÷èñëåííûå îöåíêè â óìå, âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî, îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé,
÷óâñòâîâàòü ÷èñëîâûå ïîðÿäêè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé. Âî âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èññëåäî-
âàòåëü íå ìîæåò îãðàíè÷èòüñÿ çàìûñëîâàòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìîé çàïèñè ðåçóëüòàòà. Åñëè
â îòâåòå ïîëó÷àþòñÿ ÷èñëà òèïà:

√
3, sin π

5
, log2 3, òî çàäà÷à åùå íå ðåøåíà. Íàäî óìåòü äàòü

ïðèáëèæåííóþ îöåíêó ðåçóëüòàòà, âûðàæåííóþ ðàöèîíàëüíîé èëè äåñÿòè÷íîé äðîáüþ. Êòî-òî
ìîæåò ïîäóìàòü, ÷òî íà ýòîò ñëó÷àé ñóùåñòâóþò êàëüêóëÿòîðû è, âîîáùå, ìíîãèå âû÷èñëèòåëü-
íûå ïðîöåäóðû ìîæíî âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Íî ëþáîé ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ
ýëåêòðîííîé òåõíèêè ðåçóëüòàò òðåáóåò àíàëèçà è ïðîâåðêè, ïîòîìó ÷òî ëþáûå âû÷èñëåíèÿ
ìîãóò ñîäåðæàòü îøèáêè, êîòîðûå êàê ðàç òðåíèðîâàííûé íà óñòíîì ñ÷åòå óì èññëåäîâàòåëÿ
ëåãêî çàìåòèò.

Óìåíèå ïðîâîäèòü ìíîãèå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ â óìå, çíàíèå îñíîâíûõ ïðèåìîâ óñò-
íîãî ñ÷åòà âî-ïåðâûõ ìíîãîêðàòíî óñêîðÿþò âñå ðàñ÷åòíûå ïðîöåäóðû, âî-âòîðûõ, ÿâëÿþòñÿ
ñîâåðøåííî íåîáõîäèìîé ãèìíàñòèêîé óìà äëÿ ìîëîäûõ ëþäåé, âûáðàâøèõ òî÷íûå íàóêè â
êà÷åñòâå áóäóùåé ñôåðû äåÿòåëüíîñòè.

Äëÿ íà÷àëà îñâîèì íåñêîëüêî òàáëèö.

112 = 121 152 = 225 ..12 = ....1 ..13 = ......1
122 = 144 252 = 625 ..22 = ....4 ..23 = ......8
132 = 169 352 = 1225 ..32 = ....9 ..33 = ......7
142 = 196 452 = 2025 ..42 = ....6 ..43 = ......4
152 = 225 552 = 3025 ..52 = ....5 ..53 = ......5
162 = 256 652 = 4225 ..62 = ....6 ..63 = ......6
172 = 289 752 = 5625 ..72 = ....9 ..73 = ......3
182 = 324 852 = 7225 ..82 = ....4 ..83 = ......2
192 = 361 952 = 9025 ..92 = ....1 ..93 = ......9

Ïåðâàÿ òàáëèöà � ýòî òî, ÷òî íàäî çíàòü íàèçóñòü � êâàäðàòû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âòîðîãî
äåñÿòêà.

1. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 1,12, 1,32, 1,72, 1,92, 0,122, 0,142,
√
3,61,

√
2,89,

√
0,0256

Âòîðàÿ òàáëèöà � ýòî êâàäðàòû ÷èñåë îêàí÷èâàþùèõñÿ íà 5 è äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íàäî
çàïîìíèòü ïðàâèëî: êîëè÷åñòâî äåñÿòêîâ äàííîãî ÷èñëà íàäî óìíîæèòü íà ÷èñëî ðàâíîå êîëè-
÷åñòâó äåñÿòêîâ +1. Çàòåì ïðèïèñàòü ê ðåçóëüòàòó ñïðàâà 25. Íàïðèìåð: 452. Ó ýòîãî ÷èñëà 4
äåñÿòêà. Òîãäà óìíîæàåì 4 · (4 + 1) = 20 è ïðèïèñûâàåì 25 ⇒ 452 = 2025. Åùå ïðèìåð: 1052. Ó
ýòîãî ÷èñëà 10 äåñÿòêîâ. Òîãäà óìíîæàåì 10 · (10 + 1) = 110 è äîáàâëÿåì 25 ⇒ 1052 = 11025.

2. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 1152, 1252, 1,52, 3,52, 7,52, 9,52,
√
20,25,

√
42,25,

√
72,25,√

0,0625.
Òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ òàáëèöû � óêàçûâàþò êîëè÷åñòâî åäèíèö â ÷èñëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì è êóáîì ÷èñëà, îêàí÷èâàþùåãîñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ öèôðó.
Ýòè òàáëèöû ïîìîãàþò âû÷èñëÿòü êâàäðàòíûé è êóáè÷åñêèé êîðíè. Ðàññìîòðèì

√
676.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì çíà÷åíèå ýòîãî êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿòêîâ: ò.ê. 400 < 676 < 900,
òî 20 <

√
676 < 30 Çàòåì ïðîâåðèì ÷òî 25 <

√
676 (252 = 625 < 676). Òåïåðü èç òðåòüåé

òàáëèöû âèäíî, ÷òî òîëüêî îäíî ÷èñëî ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà çíà÷åíèå êîðíÿ: 26. Ïðîâåðèì
262 = (25 + 1)2 = 676. Îòâåò:

√
676 = 26.

Êîðåíü êóáè÷åñêèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî òàêîé æå ïðîöåäóðå. Ïðèìåð 3
√
12167. Âû÷èñëèì êîðåíü

ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿòêîâ. Ò.ê. 203 = 8000 < 12167 < 27000 = 303, òî 20 < 3
√
12167 < 30.

Èç ÷åòâåðòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ïðåòåíäîâàòü íà çíà÷åíèå êîðíÿ ìîæåò òîëüêî ÷èñëî 23.
Ïðîâåðèì 233 = 232 × 23 = (20 + 3)2(20 + 3) = 529(20 + 3) = 10580 + 1500 + 60 + 27 = 12167.



3. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå:
√
1369,

√
1936,

√
2809,

√
5929,

√
7921, 3

√
4913, 3

√
24389,

3
√
50653, 3

√
970299

Êðîìå ýòîãî, ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ.
Óìíîæåíèå íà 11. Ïðè óìíîæåíèè äâóçíà÷íîãî ÷èñëà íà 11 âîçíèêàåò ïðàâèëî: ìåæäó

öèôðàìè äåñÿòêîâ è åäèíèö íàäî âñòàâèòü ñóììó ýòèõ öèôð. Åñëè ñóììà îêàæåòñÿ áîëüøå 10,
òî â ðàçðÿä ñîòåí äîáàâëÿåòñÿ åäèíèöà. Ïðèìåðû: 14× 11 = 154, 23× 11 = 253, 87× 11 = 957.
Åñëè ðå÷ü èäåò îá óìíîæåíèè, áîëüøèõ ÷èñåë, òî óäîáíåå ïðåäñòàâèòü 11 = 10 + 1 è óìíîæàòü
÷èñëî íà äåñÿòü, à çàòåì ê ðåçóëüòàòó äîáàâëÿòü ñàìî èñõîäíîå ÷èñëî. Ïðèìåðû: 125 × 11 =
125× (10 + 1) = 1250 + 125 = 1375, 223× 11 = 223× (10 + 1) = 2230 + 223 = 2453.

4. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 27×11, 34×11, 55×11, 69×11, 73×11, 120×11, 157×11,
3274× 11.

Óìíîæåíèå íà 9. Ïðè óìíîæåíèè íà 9 óäîáíî ïðåäñòàâèòü 9 = 10− 1, ò.å. óìíîæàòü äàííîå
÷èñëî íà 10 è âû÷èòàòü ñàìî ÷èñëî. Ïðèìåðû: 125 × 9 = 125 × (10 − 1) = 1250 − 125 = 1125,
223× 9 = 223× (10− 1) = 2230− 223 = 2007.

5. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 26 × 9, 37 × 9, 55 × 9, 89 × 9, 93 × 9, 122 × 9, 247 × 9,
4357× 11.

Óìíîæåíèå íà 15. Ïðè óìíîæåíèè íà 15 ñíà÷àëà óìíîæàåì íà 10, à çàòåì ê ïîëó÷åííîìó
ðåçóëüòàòó äîáàâëÿåì ïîëîâèíó îò ýòîãî ðåçóëüòàòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ 15 =
10 + 5. Ïðèìåðû: 125 × 15 = 125 × (10 + 5) = 1250 + 1250

2
= 1250 + 625 = 1875, 223 × 15 =

223× (10 + 5) = 2230 + 2230
2

= 2230 + 1115 = 3345.
6. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 29×15, 37×15, 58×15, 63×15, 79×15, 121×15, 177×15,

3171× 15.
Óìíîæåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Åñëè ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå äâóõ öåëûõ

ìíîæèòåëåé òîæå öåëîå ÷èñëî, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì
ñðåäíèì çíà÷åíèåì è ôîðìóëîé ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ. Ïðèìåðû: 12×14 = (13−1)·(13+1) =
132 − 1 = 169 − 1 = 168; 17 × 27 = (22 − 5) · (22 + 5) = 222 − 25 = (20 + 2)2 − 25 = 484 − 25 =
439; 47× 53 = (50− 3) · (50 + 3) = 502 − 9 = 2500− 9 = 2491.

7. Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 29 × 19, 34 × 36, 55 × 59, 69 × 71, 73 × 77, 120 × 130,
157× 161, 3274× 3326.

Âîçâåäåíèå â êâàäðàò äâóçíà÷íûõ (èíîãäà è òðåõçíà÷íûõ) ÷èñåë óäîáíî ïðîâîäèòü ïî ôîð-
ìóëàì ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ:

212 = (20 + 1)2 = 202 + 2 · 20 · 1 + 12 = 400 + 40 + 1 = 441
322 = (30 + 2)2 = 302 + 2 · 30 · 2 + 22 = 900 + 120 + 4 = 1024
432 = (40 + 3)2 = 402 + 2 · 40 · 3 + 32 = 1600 + 240 + 9 = 1849
542 = (55− 1)2 = 552 − 2 · 55 · 1 + 12 = 3025− 110 + 1 = 2916
562 = (55 + 1)2 = 552 + 2 · 55 · 1 + 12 = 3025 + 110 + 1 = 3136
672 = (65 + 2)2 = 652 + 2 · 65 · 2 + 22 = 4225 + 260 + 4 = 4489
782 = (75 + 3)2 = 752 + 2 · 75 · 3 + 32 = 5625 + 450 + 9 = 6084
892 = (90− 1)2 = 902 + 2 · 90 · 1 + 12 = 8100− 180 + 1 = 7921
Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü â óìå: 292, 342, 552, 692, 732, 1212, 1572, 32742.
Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Êàê îöåíèòü ÷èñëî
√
17? Ëåãêî âû÷èñëèòü

√
16, çíà÷èò ïåðâàÿ îöåíêà

√
17 ≈ 4. Ñëåäóþ-

ùàÿ, áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà, ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y =
√
x. Â

îáùåì ñëó÷àå, çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x, ¾áëèçêîé¿ ê òî÷êå x0, â êîòîðîé çíà÷åíèå ôóíêöèè
èçâåñòíî, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)) (1)
Ýòà ôîðìóëà â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:√
17 ≈

√
16 + 17−16

2
√
16

= 4 + 1
8
= 4, 125



Çàäàíèÿ 3-ãî òóðà øêîëû-îëèìïèàäû ïî ìåõàíèêå:

1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1) ïðè α ≪ 1 Ïîëó÷èòå ïðîñòûå îöåíêè äëÿ çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé:√

1 + α ≈ 1 + α
2
, sinα ≈ α, tgα ≈ α, 1−α

1+α
≈ 1− 2α, (1 + α)n ≈ 1 + nα

2. Ïîëó÷èòå,èñïîëüçóÿ òàáëè÷íûå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé è ôîðìóëû
òðèãîíîìåòðèè, ÷èñëîâûå îöåíêè äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:
sin π

18
, tg 5π

12
, ctg 3π

8

3. Âäîëü îêðóæíîñòè öèðêîâîé àðåíû (êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èìååò äèàìåòð 13 ìåòðîâ)
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè áåãàþò áîëîíêà è ïóäåëü. Áîëîíêà äåëàåò ïîëíûé êðóã íà 10 ñåêóíä
ìåäëåííåé ïóäåëÿ è ïîýòîìó ñîâåðøàåò â ìèíóòó íà 3 êðóãà ìåíüøå. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñîáàêè íàõîäÿòñÿ â îäíîé òî÷êå. à) ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ÷åðåç 6 ñåêóíä? á)
Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîáà÷åê "ñâÿçàòü"ðåçèíêîé äëèíîé 11,5 ìåòðîâ, íàòÿíåòñÿ
ëè ðåçèíêà ÷åðåç 6 ñåêóíä? â) À åñëè äëèíà ðåçèíêè ðàâíà 10,5 ìåòðîâ?

4. Ñóõîãðóç âûøåë èç ïîðòà À è äâèíóëñÿ ñòðîãî íà çàïàä ñî ñêîðîñòüþ 10 óçëîâ (1 óçåë = 1
ìîðñêàÿ ìèëÿ â ÷àñ). ×åðåç 10 ÷àñîâ îí ñìåíèë íàïðàâëåíèå íà ñåâåðíîå è ïðèáûë â ïîðò Á åùå
÷åðåç 10 ÷àñîâ. Íà ñëåäóþùèé äåíü îí âûøåë èç ïîðòà Á ñ òîé æå ñêîðîñòüþ â þãî-âîñòî÷íîì
íàïðàâëåíèè, îäíîâðåìåííî ñ íèì èç ïîðòà À íà þãî-çàïàä âûøåë êàòåð ñî ñêîðîñòüþ 20 óçëîâ.
Íàéòè ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñóõîãðóçîì è êàòåðîì. Îòâåò çàïèñàòü â ìèëÿõ, îêðóãëèâ
äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

5.Ïî ðåêå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïëûâóò äâà êàòåðà, êàæäûé ñòðîãî ïî ñâîåé ïðÿìîé
ëèíèè. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé èç íèõ îêàçàëñÿ â òî÷êå A, à âòîðîé � â òî÷êå
B. Ïðè÷åì íàïðàâëåíèå òå÷åíèÿ ðåêè â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ñîñòàâèëî óãîë 60◦ ê íàïðàâëå-

íèþ
−→
AB. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ êàòåðà âñòðåòèëèñü â òî÷êå C. Îêàçàëîñü, ÷òî òðåóãîëüíèê

ABC ðàâíîáåäíåííûé ïðÿìîóãîëüíûé ñ âåðøèíîé â òî÷êå A. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå
ñîáñòâåííîé ñêîðîñòè âòîðîãî êàòåðà ê ñêîðîñòè ðåêè, ïðè êîòîðîì ýòî îñóùåñòâèìî. Îòâåò
âûðàçèòå âèäå äåñòÿòè÷íîé äðîáè è îêðóãëèòå äî ñîòûõ äîëåé.


