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ÇÀÄÀ×È

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ a, b
âûðàæåíèå

1∫
−1

(x2 + ax+ b− |x|)2dx

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå?

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → Rn äëÿ ëþáûõ x è y èç Rn óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ

⟨f(x)− f(y), x− y⟩ = 0,

ãäå ⟨x, y⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Îïèñàòü âñå òàêèå
ôóíêöèè f .

3. Ìàëü÷èêó ïîäàðèëè íà äåíü ðîæäåíèÿ òîðò, êîòîðûé íàçû-
âàåòñÿ �Ëåáåäèíîå îçåðî�. Òîðò èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñî
ñòîðîíàìè 1 è 2, à îçåðî ñäåëàíî â âèäå ýëëèïñà, êàñàþùåãîñÿ ñòîðîí
ïðÿìîóãîëüíèêà â èõ ñåðåäèíàõ. Ìàëü÷èê ïîñëåäîâàòåëüíî îòðåçàë
îò òîðòà 5 êóñî÷êîâ è íè ðàçó íå çàëåç âíóòðü îçåðà. Êàæäûé ðàç îí
äåëàë îäèí ïðÿìîëèíåéíûé ðàçðåç. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììàðíóþ
ïëîùàäü îí ïðè ýòîì ñìîæåò îòðåçàòü?

4. Íàéòè min
x∈R

(max{| cosx|, | cos(2x)|, . . . , | cos(10x)|}).



5. Íàéòè ïèðàìèäó ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè ñðåäè âñåõ ïèðàìèä ñ ôèêñèðîâàííûìè âûñîòîé H
è ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S, ó êîòîðûõ îñíîâàíèå åñòü âûïóêëûé
n-óãîëüíèê, äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî çàäàíû, íî ïîðÿäîê èõ
ñî÷ëåíåíèÿ íèêàê íå ôèêñèðîâàí.

6. Íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {(x1, . . . , xk, . . . )} äëÿ âñåõ δ > 0 íàéòè ìàêñèìóì âåëè÷èíû

∞∑
k=1

k2xk

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

∞∑
k=1

xk ≤ δ;
∞∑
k=1

k4xk ≤ 1; xk ≥ 0, k = 1, 2, . . .

ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×

1.
1∫

−1

(x2 + ax+ b− |x|)2dx =
2

3
a2 + 2(b− 1

6
)2 +

1

90

Îòâåò: (0, 16).

2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñäâèãîì f íà ïîñòîÿííûé âåêòîð −f(0) ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òî f(0) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

⟨
f(x), x

⟩
= 0 äëÿ ëþáîãî

x. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáûõ x è y èìååì:
⟨
f(x) − f(y), x − y

⟩
=

−
⟨
f(x), y

⟩
−
⟨
f(y), x

⟩
= 0. Òî åñòü

⟨
f(x), y

⟩
= −

⟨
f(y), x

⟩
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áàçèñ (e1, . . . , en) â Rn è ïîëîæèì
⟨
f(ei), ej

⟩
=

aij. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x = (x1, . . . , xn) èìååì
f(x) =

∑
i

⟨
f(x), ei

⟩
ei = −

∑
i

⟨
f(ei), x

⟩
ei = −

∑
i

(∑
j

aijxj
)
ei

Äðóãèìè ñëîâàìè, f(x) = Ax, ãäå A = (aij). Îäíàêî íå ëþáàÿ
ìàòðèöà A ïîäîéäåò. Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî⟨

Ax, y
⟩
=

⟨
f(x), y

⟩
= −

⟨
x, f(y)

⟩
= −

⟨
x,Ay

⟩
= −

⟨
ATx, y

⟩
,

âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ x è y, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî A = −AT .
Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû f(x) = Ax + b, ãäå A �

êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå
òàêîãî âèäà ïîäîéäåò.



3. Îòâåò: ìàëü÷èê äîëæåí ïðîâåñòè òðè êàñàòåëüíûå êî
âïèñàííîé îêðóæíîñòè â ñåðåäèíàõ òðåõ äóã ìåæäó òî÷êàìè åå
êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè êâàäðàòà, è åùå äâå êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ,
êîòîðûå äåëÿò ÷åòâåðòóþ äóãó íà 3 ðàâíûå ÷àñòè. Íàèáîëüøàÿ
îòðåçàåìàÿ ïëîùàäü ðàâíà (4− 6

√
2 + 3

√
3)/4 = 0.1777...

Ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì: åñëè â óãîë âïèñàíà
îêðóæíîñòü, òî ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, îòðåçàåìûõ îò ýòîãî
óãëà êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè, îòäåëÿþùèìè åå îò âåðøèíû
óãëà, íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî âñå òàêèå òðåóãîëüíèêè èìåþò îäèí
è òîò æå ïåðèìåòð (ðàâíûé óäâîåííîìó ðàññòîÿíèþ îò âåðøèíû
óãëà äî òî÷êè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíîé óãëà). Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê
íàèáîëüøåé ïëîùàäè èìååò íàèáîëüøóþ âïèñàííóþ îêðóæíîñòü.
Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü íàèáîëüøàÿ, êîãäà îíà êàñàåòñÿ èñõîäíîé
îêðóæíîñòè, ò.å., êîãäà òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Ôèêñèðóåì ðàäèóñ îêðóæíîñòè è îáîçíà÷èì ÷åðåç S(α)
íàèáîëüøóþ ïëîùàäü îòðåçàåìîãî òðåóãîëüíèêà, ãäå α � óãëîâàÿ
ìåðà äóãè ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ S(α)
âîçðàñòàåò ïðè α ∈ (0, π). Òàêæå ÿñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòðåçàòü
ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü, ìàëü÷èêó íàäî ïðîâîäèòü êàñàòåëüíûå
êî âïèñàííîé îêðóæíîñòè êâàäðàòà. Ðàññìîòðèì 5 òî÷åê êàñàíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàèáîëüøåé îòðåçàåìîé ïëîùàäè (íàèáîëüøàÿ
ïëîùàäü äîñòèãàåòñÿ â ñèëó êîìïàêòíîñòè). Ðàññìîòðèì 4 äóãè
ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè êâàäðàòà. Âíóòðè îäíîé èç
äóã ëåæèò íå ìåíåå äâóõ òî÷åê êàñàíèÿ, íàçîâåì îäíó èç íèõ M.
Åñëè åñòü äóãà, íà êîòîðîé òî÷åê íåò, òî ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ â
åå ñåðåäèíå N. Îíà îòðåçàåò áîëüøóþ ïëîùàäü, ÷åì êàñàòåëüíàÿ â
òî÷êå M , ïîñêîëüêó îíà ëåæèò íà áîëüøåé äóãå, è åé ñîîòâåòñòâóåò
áîëüøàÿ âåëè÷èíà S(α). Ïîýòîìó, çàìåíèâ òî÷êó M òî÷êîé N, ìû
óâåëè÷èâàåì îòðåçàåìóþ ïëîùàäü.Èòàê, íà òðåõ äóãàõ ëåæèò ïî
îäíîé òî÷êå, à íà ÷åòâåðòîé � äâå. Â ñèëó äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ,
êàæäàÿ èç òðåõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ñîîòâåòñòâóþùåé äóãè, à
ïîñëåäíèå äâå òî÷êè äåëÿò ÷åòâåðòóþ äóãè íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

P.S. Çàäà÷à èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî æàäíûé àëãîðèòì íå
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

4.Èñïîëüçóåì òåîðåìó Äèðèõëå. ×åðåç N(u) îáîçíà÷èì
ðàññòîÿíèå îò u äî áëèæàéøåãî öåëîãî. Ðàññìàòðèâàÿ ðàñïîëîæåíèå
äðîáíûõ ÷àñòåé ÷èñåë u, 2u, . . . , 10u, ìû ïîëó÷àåì ïî ïðèíöèïó
Äèðèõëå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ 10 âûïîëíåíî N(ku) ≤ 1/11.
Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè u = 1/11. Çàìåòèì, ÷òî
| cos(kx)| = | cos(πkN(x/π))|. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòâåò â çàäà÷å
cos(π/11) è äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ x = π/11.



5.Ïóñòü O � ïðîåêöèÿ âåðøèíû ïèðàìèäû íà ïëîñêîñòü
îñíîâàíèÿ, à Lj � ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ j-óþ ñòîðîíó îñíîâàíèÿ,
äëèíó êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç lj. Ïóñòü h = (h1, . . . , hn), ãäå
|hj| � ðàññòîÿíèå îò O äî Lj, ïðè÷åì çíàê hj ïîëîæèòåëåí, åñëè
îñíîâàíèå è òî÷êà O íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé Lj,
è îòðèöàòåëåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Óäâîåííàÿ ïëîùàäü áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû ðàâíà
∑

1≤j≤n

lj
√

H2 + h2
j , ãäå H � âûñîòà

ïèðàìèäû, à ïëîùàäü îñíîâàíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé S =
1
2

∑
1≤j≤n

hjlj, êîòîðàÿ ïðè n = 3 î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ,

à ïðè n > 3 ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè (åñëè ó÷åñòü, ÷òî
âåëè÷èíà h0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ õîðäå l0, îòñåêàþùåé òðåóãîëüíèê îò
n-óãîëüíèêà, âõîäèò ñ ðàçíûì çíàêîì â ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè ýòîãî
òðåóãîëüíèêà è ïëîùàäè îòñå÷åííîãî (n−1)-óãîëüíèêà). Òåì ñàìûì,
ïðèõîäèì ê òàêîé ôîðìàëèçàöèè:

f0(h) =
∑

1≤j≤n

lj
√

H2 + h2
j → min ïðè óñëîâèè f1(h) = 0, ãäå

f1(h) =
∑

1≤j≤n

hjlj − 2S.

Ýòî ãëàäêàÿ çàäà÷à ñ ôóíêöèîíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì. Åå ðåøåíèå
ĥ ñóùåñòâóåò. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ò.å.
ĥ � ðåøåíèå ñèñòåìû ∂L(h)

∂hj
= 0, ãäå j = 1, . . . , n, L(h) =

λ0

∑
1≤j≤n

lj
√

H2 + h2
j + λ1

∑
1≤j≤n

hjlj, à (λ0, λ1) ∈ R2 \ 0. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî hj√
H2+h2

j

= −λ1

λ0
äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n, ò.å. hj = const

äëÿ ëþáîãî j.
Îòâåò: â îñíîâàíèå èñêîìîé ïèðàìèäû âïèñûâàåòñÿ (êàñàþùàÿñÿ

âñåõ ñòîðîí îñíîâàíèÿ) îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïðè ýòîì
r = 2S(

∑
j lj)

−1, ãäå r � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, à S � ïëîùàäü
îñíîâàíèÿ.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Âîëîáóåâ 206 ãð. 10 0 4 10 0 0

Âîðîáüåâ 409 ãð. 10 4 0 10 0 0

Ãðåìÿêîâ 107 ãð. 10 3 0 0 0 0

Êóøíàðåâà 212 ãð. 7 0 4 0 0 0

Ìîêèí 201 ãð. 10 3 10 10 0 0

Ïåøíèí 406 ãð. 3 0 4 10 8 0

Ïî÷åðåâèí 107 ãð. 7 0 0 0 0 0

Ñåìèëåòîâ 206 ãð. 10 3 0 0 0 0


