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Èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà
Êîíêðåòíàÿ çàäà÷à è íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.
Ñëó÷àé ñâåäåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ê ñòàíäàðòíîìó
èíòåãðàëó Ðèìàíà.
Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà è ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà-
Ñòèëòüåñà.

Îáîáùåííûå ôóíêöèè
Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà � ýâðèñòè÷åñêîå îïèñàíèå.
Ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ � ôóíêöèîíàë.
Ôóíêöèîíàë êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Õåâèñàéäà è äåëüòà-ôóíêöèè.
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Èíòåãðàë Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà

Êîíêðåòíàÿ çàäà÷à è íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ.
Ìû ðàññìîòðåëè öåëûé ðÿä ïðèìåðîâ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâà-

íèÿ èíòåãðàëà ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäåé, îáúåìîâ òåë âðàùåíèÿ,
äëèí ïóòåé, ðàáîòû ñèë, ýíåðãèè... Îáíàðóæèëè ïîòåíöèàëüíîñòü
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ïîäñ÷èòàëè âòîðóþ êîñìè÷åñêóþ ñêîðîñòü
äëÿ Çåìëè. Ðàñïîëàãàÿ àïïàðàòîì èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, óáå-
äèëèñü, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî äëèíà ïóòè íå çàâèñèò îò åãî ïàðà-
ìåòðèçàöèè. Çàîäíî îòìåòèëè, ÷òî íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ (äëèíû
ýëëèïñà) ñâÿçàíû ñ íåýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè (â äàííîì ñëó÷àå
ñ ýëëèïòè÷åñêèìè).

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå âåëè÷èíû (äëèíû, ïëîùàäè, îáúåìû,
ðàáîòà, ...), êàê è ñàì èíòåãðàë Ðèìàíà, àääèòèâíû. Ìû çíàåì, ÷òî
ëþáàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ I[α, β] îðèåíòèðîâàííîãî ïðîìåæóòêà
[α, β] ⊂ [a, b] èìååò âèä I[α, β] = F (β)−F (α), åñëè ïîëîæèòü F (x) =
I[a, x] + C. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ F
è ïî íåé ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ ôóíêöèþ I[α, β] = F (β) − F (α),
ñ÷èòàÿ I[a, x] = F (x). Åñëè ôóíêöèÿ F ðàçðûâíà íà îòðåçêå [a, b],
òî òàì ðàçðûâíà è ôóíêöèÿ I[a, x]. Íî òîãäà îíà íå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå èíòåãðàëà Ðèìàíà

∫ x

a
p(t)dt íè îò êàêîé èíòå-

ãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè (ïëîòíîñòè p), ò.ê. òàêîé èíòåãðàë,
êàê ìû çíàåì, íåïðåðûâåí ïî x.

Ïóñòü, íàïðèìåð, îòðåçîê [−1, 1] � íèòü, â ñåðåäèíå êîòîðîé çà-
êðåïëåíà áóñèíêà ìàññû 1. Åñëè I[α, β] � ìàññà, ïîïàâøàÿ â ïðî-
ìåæóòîê [α, β] ⊂ [−1, 1], òî ôóíêöèÿ I[−1, x] ðàâíà íóëþ, ïîêà
−1 ≤ x < 0, è ðàâíà åäèíèöå, êîãäà 0 ≤ x ≤ 1. Åñëè ïîïûòàòüñÿ
îïèñàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññû íà îòðåçêå â òåðìèíàõ ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ (ò.å. ïðåäåëà îòíîøåíèÿ ìàññû, ïîïàâøåé â
îêðåñòíîñòü òî÷êè, ê âåëè÷èíå îêðåñòíîñòè, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ñòÿ-
ãèâàåòñÿ ê òî÷êå), òî ìû äîëæíû áûëè áû ñ÷èòàòü, ÷òî p(x) = 0 ïðè
x 6= 0 è p(x) = +∞ ïðè x = 0. Ôèçèêè, à òåïåðü è âñå, âñëåä çà Äè-
ðàêîì íàçûâàþò ýòó "ôóíêöèþ" (òàêóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ)
äåëüòà-ôóíêöèåé, îáîçíà÷àþò åå ÷åðåç δ è ïèøóò, ÷òî

∫ β

α
δ(x)dx = 1,

åñëè α < 0 < β è
∫ β

α
δ(x)dx = 0, åñëè α < β < 0 èëè åñëè 0 < α < β,

êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëà α è β.
Ðàçóìååòñÿ, èíòåãðàë, ïîíèìàåìûé òðàäèöèîííî, íàïðèìåð, ïî

Ðèìàíó, çäåñü íå èìååò ñìûñëà (óæå ïî îäíîìó òîìó, ÷òî ïîä èíòå-
ãðàëîì ñòîèò íåîãðàíè÷åííàÿ "ôóíêöèÿ"). Âîëüíîå óïîòðåáëåíèå
ñèìâîëà èíòåãðàëà çäåñü âñåãî-íàâñåãî çàìåíà àääèòèâíîé ôóíê-
öèè I[α, β], ðàññìîòðåííîé âûøå, êîãäà ìû ãîâîðèëè î áóñèíêå íà
íèòêå.
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Öåíòð ìàññ.
Âñïîìíèì, ôóíäàìåíòàëüíîå óðàâíåíèå mr̈ = F äâèæåíèÿ òî÷-

êè ìàññû m ïîä äåéñòâèåì ñèëû F , ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè.
Åñëè èìååòñÿ ñèñòåìà èç n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî äëÿ êàæäîé
èç íèõ èìååòñÿ ñâîå ðàâåíñòâî mir̈i = Fi. Ñóììèðóÿ ýòè ðàâåí-
ñòâà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå Σn

i=1mir̈i = Σn
i=1Fi, êîòîðîå ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü â âèäå M Σn
i=1

mi

M
r̈i = Σn

i=1Fi èëè â ôîðìå Mr̈M = F , ãäå
M = Σn

i=1mi, F = Σn
i=1Fi è rM = Σn

i=1
mi

M
ri. Òî åñòü, åñëè ñîâîêóïíóþ

ìàññó ñèñòåìû ïîìåñòèòü â òî÷êó ïðîñòðàíñòâà, ðàäèóñ-âåêòîð êî-
òîðîé rM = Σn

i=1
mi

M
ri, òî ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû F = Σn

i=1Fi îíà
áóäåò äâèãàòüñÿ ñîãëàñíî çàêîíó Íüþòîíà, êàêèìè áû ñëîæíûìè
íè áûëè âçàèìíûå äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû.

Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîé Σn
i=1

mi

M
ri ìû íàøëè,

íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Ïóñòü òåïåðü ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à íàéòè öåíòð ìàññ ìàòåðè-

àëüíîãî òåëà, ò.å. îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé êàê-òî ðàñ-
ïðåäåëåíà ìàññà. Ïóñòü â ýëåìåíòå îáúåìà dv ñîñðåäîòî÷åíà ìàñ-
ñà dm è ïóñòü M � îáùàÿ ìàññà òåëà D. Òîãäà, íàäî ïîëàãàòü,
M =

∫
D

dm, à öåíòð ìàññ íàäî áû íàõîäèòü ïî ôîðìóëå 1
M

∫
D

rdm,
ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð ýëåìåíòà ìàññû dm.

Ïî îáúåìàì ìû ïîêà èíòåãðèðîâàòü íå óìååì, ïîýòîìó ðàññìîò-
ðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, êîòîðûé òîæå âïîëíå ñîäåðæàòåëåí. Èòàê
âìåñòî îáëàñòè D ðàññìîòðèì îòðåçîê [a, b] êîîðäèíàòíîé îñè R.

Òîãäà M =
∫ b

a
dm, à öåíòð ìàññ íàäî áû íàõîäèòü ïî ôîðìóëå

1
M

∫ b

a
xdm, ãäå x � êîîðäèíàòà ýëåìåíòà ìàññû dm, êîòîðûé ïîýòî-

ìó ìîæíî íàïèñàòü è ïîòî÷íåå, êàê dm(x).
Ñìûñë íàïèñàííîãî, ïî-âèäèìîìó, äîëæåí áûòü ñëåäóþùèì. Áå-

ðåì ðàçáèåíèå P îòðåçêà [a, b] ñ êàêèìè-òî îòìå÷åííûìè òî÷êàìè
ξi ∈ [xi−1, xi]. Îòðåçêó [xi−1, xi] îòâå÷àåò ìàññà ∆mi. Ñîñòàâëÿåì
ñóììû Σi∆mi, Σiξi∆mi, è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, êîãäà ïàðàìåòð
λ(P ) ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íàõîäèì ñîîòâåòñòâåííî òî, ÷òî
îáîçíà÷åíî êàê

∫ b

a
dm è

∫ b

a
xdm.

Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà.
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Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.
Ïóñòü f è g � ôóíêöèè, âåùåñòâåííî, êîìïëåêñíî èëè âåêòîð-

íîçíà÷íûå íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R. Ïóñòü (P, ξ) = (a = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤
... ≤ xn−1 ≤ ξn ≤ xn = b) ðàçáèåíèå ýòîãî îòðåçêà ñ îòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè è ïàðàìåòðîì λ(P ). Ñîñòàâèì ñóììó Σn

i=1f(ξi)∆gi, ãäå
∆gi = g(xi)− g(xi−1).

Èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè f ïî ôóíêöèè g íà
îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(1)
∫ b

a

f(x)dg(x) := lim
λ(P )→0

n∑
i=1

f(ξi)∆gi ,

åñëè óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Â ÷àñòíîñòè, êîãäà g(x) = x, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñòàíäàðòíîìó

èíòåãðàëó Ðèìàíà.
Ñëó÷àé ñâåäåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà ê èíòå-

ãðàëó Ðèìàíà.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ g ãëàäêàÿ, à f � ôóíêöèÿ,

èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b], òî

(2)
∫ b

a

f(x)dg(x) =

∫ b

a

f(x)g′(x)dx ,

ò.å. â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà-Ñòèëòüåñÿ ñâîäèò-
ñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà Ðèìàíà îò ôóíêöèè fg′ íà ðàññìàòðè-
âàåìîì îòðåçêå.

Â ñàìîì äåëå, ïîëüçóÿñü ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè g è òåîðåìîé î
ñðåäíåì, ïåðåïèøåì ñóììó, ñòîÿùóþ â ðàâåíñòâå (1) ñïðàâà, â ñëå-
äóþùåì âèäå

n∑
i=1

f(ξi)∆gi =
n∑

i=1

f(ξi)(g(xi)− g(xi−1)) =
n∑

i=1

f(ξi)g
′(ξ̃i)(xi− xi−1) =

=
n∑

i=1

f(ξi)g
′(ξi)∆xi +

n∑
i=1

f(ξi)(g
′(ξ̃i)− g′(ξi))∆xi .

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g′ íà îòðåçêå [a, b] è
îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f , ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
λ(P ) → 0. Ïðåäïîñëåäíÿÿ ñóììà åñòü îáû÷íàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
äëÿ èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â (2) ñïðàâà. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé î ôóíêöèÿõ f è g, ôóíêöèÿ fg′ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó
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íà îòðåçêå [a, b]. Ïîýòîìó óêàçàííàÿ ñóììà ïðè λ(P ) → 0 ñòðåìèò-
ñÿ ê çíà÷åíèþ ýòîãî èíòåãðàëà, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
ðàâåíñòâà (2).
Çàäà÷à. Ìû ïðîâåëè äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåä-

íåì, ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè, ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
âåêòîðíîçíà÷íûõ (íàïðèìåð, êîìïëåêñíîçíà÷íûõ) ôóíêöèé.

Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà è ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Ðè-
ìàíà-Ñòèëòüåñà.

Ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà H : R → R îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
H(x) = 0 ïðè x < 0 è H(x) = 1 ïðè 0 ≤ x.

Ïîäñ÷èòàåì èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dH(x). Ïî îïðåäåëåíèþ (1) ñîñòà-

âèì ñóììó
∑n

i=1 f(ξi)∆Hi =
∑n

i=1 f(ξi)(H(xi) − H(xi−1)). Â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Õåâèñàéäà ýòà ñóììà, î÷åâèäíî, ðàâíà íóëþ,
åñëè îòðåçîê [a, b] íå ñîäåðæèò òî÷êè 0, è ðàâíà f(ξi), åñëè òî÷êà 0
ïîïàëà íà íåêîòîðûé îòðåçîê [xi−1, xi] (òî÷íåå, âíóòðü íåãî èëè â
åãî êîíåö xi). Â ïåðâîì ñëó÷àå èíòåãðàë, êîíå÷íî, ðàâåí íóëþ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè λ(P ) → 0 òî÷êà ξi ∈ [xi−1, xi] ñòðåìèòñÿ ê
0, ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â 0, òî ïðåäåëîì ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñóìì áóäåò âåëè÷èíà f(0).

Åñëè æå ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà â 0, òî ìàëûì èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ
ξi ìîæíî çàìåòíî ìåíÿòü çíà÷åíèå f(ξi) è, çíà÷èò, èíòåãðàëüíûå
ñóììû íå áóäóò èìåòü ïðåäåëà ïðè λ(P ) → 0.

ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå èìååò îáùèé õàðàêòåð: ñîâïà-
äåíèå òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèé f è g, ó÷àñòâóþùèõ â èíòåãðàëå
Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà (1), íåèçáåæíî âåäåò ê îòñóòñòâèþ ïðåäåëà, åñ-
ëè òàêàÿ òî÷êà îêàçàëàñü âíóòðè îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èòàê, ïðîâåäåííûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè, íàïðèìåð, ϕ �
ôóíêöèÿ êëàññà C0(R,R), ò.å. çàäàííàÿ íà âñåé ïðÿìîé íåïðåðûâ-
íàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ âíå
íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, òî

(3)
∫

R
ϕ(x)dH(x) = ϕ(0).
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Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà � ýâðèñòè÷åñêîå îïèñàíèå.
Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ôèçèêè, è íå òîëüêî îíè, âñëåä

çà Äèðàêîì èñïîëüçóþò äåëüòà-ôóíêöèþ δ. Ýòà "ôóíêöèÿ" ðàâíà
íóëþ âñþäó, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå îíà áåñêîíå÷íà. Íî âìåñòå
ñ òåì (è ýòî ãëàâíîå)∫ β

α
δ(x)dx = 1, åñëè α < 0 < β è

∫ β

α
δ(x)dx = 0, åñëè α < β < 0

èëè åñëè 0 < α < β, êàêîâû áû íè áûëè ÷èñëà α è β.
Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî óìíîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

íà ÷èñëî ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ èíòåãðàëà íà ýòî æå ÷èñëî. Íî òî-
ãäà, åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà ïî÷òè ïîñòîÿííà â ìàëîé îêðåñòíîñòè U(0) íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, à èíòåãðàë

∫
U(0)

δ(x)dx = 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî äîëæíî
áûòü

(4)
∫

R
ϕ(x)δ(x)dx = ϕ(0).

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ 2, 3 è 4 è ïðîäîëæàÿ ýòó ñìåëóþ öåïî÷êó
çàêëþ÷åíèé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

(5) H ′(x) = δ(x).

Ðàçóìååòñÿ, íè â êàêóþ êëàññèêó ýòî íå óêëàäûâàåòñÿ. Íî èçëî-
æåííûå ñîîáðàæåíèÿ âïîëíå êîíñòðóêòèâíû è åñëè áû íåïðåìåííî
íàäî áûëî íàïèñàòü çíà÷åíèå H ′(x), òî ìû íàïèñàëè áû èìåííî òî,
÷òî è ñåé÷àñ: 0, åñëè x 6= 0, è +∞, åñëè x = 0.

Ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ � ôóíêöèîíàë.
Îäèí èç ñïîñîáîâ âûõîäà èç ñëîæèâøèõñÿ çàòðóäíåíèé ñîñòîèò â

ñëåäóþùåé èäåå ðàñøèðåíèÿ (îáîáùåíèÿ) ñàìîãî ïîíÿòèÿ ¾ôóíê-
öèÿ¿.

Áóäåì ñìîòðåòü íà ôóíêöèþ ÷åðåç åå âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè
ôóíêöèÿìè. (Âåäü íàñ îáû÷íî íå èíòåðåñóåò âíóòðåííåå óñòðîéñòâî
àïïàðàòà, íàïðèìåð ÷åëîâåêà, è ìû ñ÷èòàåì, ÷òî çíàåì îáúåêò, åñëè
çíàåì, êàê îáúåêò îòâå÷àåò íà âõîäíûå âîçäåéñòâèÿ, íà òå èëè èíûå
âõîäÿùèå âîïðîñû.)

Âîçüìåì èíòåãðèðóåìóþ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèþ f è ðàññìîò-
ðèì ïîðîæäàåìûé åþ ôóíêöèîíàë Af (ôóíêöèþ íà ôóíêöèÿõ)

(6) Af (ϕ) =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx.
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×òîáû ìèíîâàòü òåõíè÷åñêèå çàòðóäíåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü ïðîáíûå
ôóíêöèè ϕ ãëàäêèìè è äàæå èç êëàññà C

(∞)
0 [a, b] áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè êîí-
öîâ îòðåçêà. Ìîæíî äàæå ïðîäîëæèòü îáå ôóíêöèè f, ϕ íóëåì âíå
îòðåçêà [a, b] è âìåñòî èíòåãðàëà ïî îòðåçêó ïèñàòü èíòåãðàë

(7) Af (ϕ) =

∫

R
f(x)ϕ(x)dx.

Çíàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà Af íà ïðîáíûõ ôóíêöèÿõ, ìû, åñëè
íàäî, ëåãêî íàéäåì çíà÷åíèå f(x) ôóíêöèè f â ëþáîé òî÷êå, ãäå
ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.
Çàäà÷à. a) Ïðîâåðüòå, ÷òî âåëè÷èíà 1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(t)dt (èíòåãðàëüíîå

ñðåäíåå) ïðè ε → +0 ñòðåìèòñÿ ê f(x) â ëþáîé òî÷êå x íåïðåðûâ-
íîñòè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f .

b) Ïîêàæèòå, ÷òî ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ δ̄ε, ðàâíóþ íóëþ âíå
îòðåçêà [−ε, ε] è ðàâíóþ 1

2ε
íà ñàìîì ýòîì îòðåçêå (ôóíêöèÿ δ̄ε

èìèòèðóåò δ-ôóíêöèþ Äèðàêà), ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ãëàäêîé
ôóíêöèåé δε ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè: δε(õ) ≥ 0 íà R, δε(õ) = 0 ïðè
|x| ≥ ε è

∫
R δε(õ)dx = 1, ò.å.

∫ ε

−ε
δε(õ)dx = 1.

c) Ïîêàæèòå òåïåðü, ÷òî åñëè ε → 0, òî
∫ x+ε

x−ε
f(t)δε(x−t)dt → f(x)

â ëþáîé òî÷êå x íåïðåðûâíîñòè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f .

Ôóíêöèîíàë êàê îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ.
Èòàê, èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïîðîæäàåò ëèíåéíûé ôóíêöèî-

íàë Af (ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
C

(∞)
0 [a, b] èëè íà C

(∞)
0 (R)), îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (6) èëè (7),

ïðè÷åì ïî ôóíêöèîíàëó Af ñàìà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè (ò.å. ïî÷òè âñþäó). Òà-
êèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë Af ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíóþ êîäè-
ðîâêó èëè èíòåðïðåòàöèþ ôóíêöèè f , ðàññìàòðèâàåìîé â çåðêàëå
ôóíêöèîíàëîâ.

Íî â ýòîì çåðêàëå ìîæíî óâèäåòü è èíûå ëèíåéíûå ôóíêöèî-
íàëû, êîòîðûå íå ïîðîæäàþòñÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì íèêàêîé èí-
òåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü óæå âñòðåòèâ-
øèéñÿ íàì ôóíêöèîíàë

∫
R ϕ(x)dH(x) = ϕ(0), êîòîðûé ìû îáîçíà-

÷èì êàê Aδ (ó÷èòûâàÿ æåëàíèå íàïèñàòü δ(x)dx âìåñòî dH(x)).
Ôóíêöèîíàëû ïåðâîãî òèïà íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè, à âòîðîãî �

ñèíãóëÿðíûìè.
Íà ôóíêöèîíàëû è áóäåì ñìîòðåòü êàê íà îáîáùåííûå ôóíêöèè.

Ìíîæåñòâî ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèîíàëîâ ñîäåðæèò íàøè îáû÷íûå
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ôóíêöèè â âèäå ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ðåãóëÿðíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ.

Èòàê, â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì èíòåãðàëà Ðèìàíà è åãî îáîá-
ùåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà ìû äàëè ïðåäñòàâëåíèå îá èäåå
ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Íå ñòàíåì ïîãðóæàòüñÿ â äåòàëè
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ ðàññìîòðåíè-
åì ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ ïðîáíûõ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèåì ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ (îáîáùåííûõ ôóíêöèé) íà íèõ. Ëó÷øå ïðîäå-
ìîíñòðèðóåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
À çäåñü, â êà÷åñòâå çàêëþ÷èòåëüíîãî çàìå÷àíèÿ, óêàçûâàþùåãî íà
ïîëåçíóþ ðîëü èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà, äîáàâèì, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå
C[a, b] ôóíêöèé ϕ, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], ëþáîé (êàê ðåãó-
ëÿðíûé, òàê è ñèíãóëÿðíûé) ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà

∫ b

a
ϕ(x)dg(x) ñ íåêîòî-

ðîé, äîëæíûì îáðàçîì ïîäîáðàííîé, ôóíêöèåé g.
(Ïîäîáíî òîìó, êàê ñèíãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë Aδ, ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δ, èìååò âèä
∫
R ϕ(x)dH(x), óêàçàííûé

â ôîðìóëå (3).)
Ìû íà÷àëè ñ ïðèìåðà, ãäå ïðè îòûñêàíèè öåíòðà ìàññ íàì âñòðå-

òèëñÿ èíòåãðàë Ñòèëòüåñà
∫ b

a
xdm(x). Èíòåãðàë Mn =

∫ b

a
xndm(x)

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ïîðÿäêà n ñîîòâåòñòâåííî ìåðû (íàïðèìåð,
âåðîÿòíîñòíîé) èëè ìàññû, èëè çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå
[a, b]. Îñîáåííî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ìîìåíòû M0,M1,M2 : M0 � ñîâî-
êóïíàÿ ìàññà (ìåðà, çàðÿä); M1/M0 � äàåò öåíòð ìàññ â ìåõàíèêå,
à M1 � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé; M2 � ìîìåíò èíåðöèè â ìåõàíèêå è äèñïåðñèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M1 = 0 â òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Îäíà èç çàäà÷ òåîðèè ìîìåíòîâ � âîññòàíîâëåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî åãî ìîìåíòàì.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü A � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ. Êàêóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ

A′ ñëåäîâàëî áû ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíîé îò A?
Ðàññìîòðèì âîïðîñ ñíà÷àëà äëÿ ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíê-

öèè, ò.å. äëÿ ôóíêöèîíàëà Af , ïîðîæäåííîãî íåêîòîðîé êëàññè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé f , íàïðèìåð, ãëàäêîé ôèíèòíîé ôóíêöèåé êëàññà
C

(1)
0 . Òîãäà ïðîèçâîäíîé A′

f îò Af åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ôóíêöèîíàë
Af ′ , ïîðîæäåííûé ôóíêöèåé f ′ � ïðîèçâîäíîé èñõîäíîé ôóíêöèè.

Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì, ÷òî

A′
f (ϕ) := Af ′(ϕ) =

∫

R
f ′(x)ϕ(x)dx = f(x)ϕ(x)|+∞−∞−

∫

R
f(x)ϕ′(x)dx =

−
∫

R
f(x)ϕ′(x)dx =: Af (ϕ

′).

Èòàê, ìû íàøëè, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå

(8) A′
f (ϕ) = −Af (ϕ

′)

Ýòî äàåò îñíîâàíèå ïðèíÿòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå

(9) A′(ϕ) := −A(ϕ′).

Çäåñü óêàçàíî, êàê ôóíêöèîíàë A′ äåéñòâóåò íà ëþáóþ ôóíêöèþ
ϕ ∈ C

(∞)
0 , è òåì ñàìûì ôóíêöèîíàë A′ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí.

Äåéñòâèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà A íà ôóíêöèþ ϕ âìåñòî A(ϕ)
÷àñòî çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì óäîáíîì âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ
âèäå < A, ϕ >, íàïîìèíàþùèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è óêàçûâà-
þùèì ÿâíî, ÷òî ñïàðèâàíèå ëèíåéíî ïî êàæäîé èç ïàðû åãî ïåðå-
ìåííûõ.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè òåïåðü f � ëþáàÿ îáîáùåííàÿ ôóíê-
öèÿ, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (9)

(10) < f ′, ϕ >:= − < f, ϕ′ > .

Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Õåâèñàéäà è äåëüòà-ôóíêöèè.
Ïîäñ÷èòàåì, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Õåâèñàéäà, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé êàê îáîáùåííóþ ôóíêöèþ, äåéñòâóþùóþ ïî ñòàí-
äàðòíîìó çàêîíó ðåãóëÿðíîé îáîáùåííîé ôóíêöèè

< H, ϕ >=

∫

R
H(x)ϕ(x)dx.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (9) èëè (10)

< H ′, ϕ >:= − < H, ϕ′ >:= −
∫

R
H(x)ϕ′(x)dx = −

∫ +∞

0

ϕ′(x)dx =

= −ϕ(x)|+∞0 = ϕ(0).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî < H ′, ϕ >= ϕ(0). Íî âåäü ïî îïðåäåëåíèþ îáîá-
ùåííîé ôóíêöèè δ èìååì < δ, ϕ >= ϕ(0). Çíà÷èò, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

H ′ = δ.

Ïîäñ÷èòàåì, íàïðèìåð, åùå δ′ è δ′′, ò.å. óêàæåì äåéñòâèå ýòèõ ôóíê-
öèîíàëîâ:

< δ′, ϕ >:= − < δ, ϕ′ >:= −ϕ′(0);

< δ′′, ϕ >:= − < δ′, ϕ′ >:= ϕ′′(0).

ßñíî òåïåðü, ÷òî âîîáùå < δ(n), ϕ >= (−1)nϕ(n)(0).
Ìû âèäèì, ÷òî îáîáùåííûå ôóíêöèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìû. Ýòî èõ çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî èìååò ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ
ïðîÿâëåíèé, ðàçðåøàÿ îïåðàöèè, êîòîðûå ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè
âîçìîæíû òîëüêî ïðè î÷åíü ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì åùå ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îáùåãî õàðàê-
òåðà. Ïóñòü X - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, X∗ � äâîéñòâåííîå ê X
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà X, è
ïóñòü X∗∗ � ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó X∗. Çíà-
÷åíèå x∗(x) ôóíêöèè x∗ ∈ X∗ íà âåêòîðå x ∈ X áóäåì çàïèñû-
âàòü, êàê è âûøå, â âèäå ñïàðèâàíèÿ < x∗, x >. Ôèêñèðóÿ çäåñü x,
ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî x∗. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ýëåìåíò ïðîñòðàí-
ñòâà X∗∗, ò.å. ìû èìååì âëîæåíèå I : X → X∗∗. Â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå âñå ïðîñòðàíñòâà X, X∗, X∗∗ èçîìîðôíû è I(X) = X∗∗. Â
îáùåì æå ñëó÷àå I(X) b X∗∗, ò.å. I(X) ñîñòàâëÿåò òîëüêî ÷àñòü
âñåãî ïðîñòðàíñòâà X∗∗. Èìåííî ýòî è íàáëþäàëîñü ïðè ïåðåõîäå
îò ôóíêöèé (èì îòâå÷àëè ðåãóëÿðíûå ôóíêöèîíàëû) ê îáîáùåí-
íûì ôóíêöèÿì, êîòîðûõ îêàçàëîñü áîëüøå.


